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的 方法 、 常 数 变易 的 方法 、 积 分 因子 的 方法 、 待 定 系数 与 系数 函 
数 的 方法 、 特 征 方程 与 特征 根 法 、 升 阶 和 降 阶 的 方法 。 该 部 分 
有 对 方法 本 身 的 分 析 和 举例 , 旨 在 训练 学 生根 据 题目 特点 选取 
不 同 的 解 题 方 法 。 
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第 一 章 。 常 微分 方程 中 体现 
的 数学 思想 


在 本 章 中 我 们 主要 讨论 常 微分 方程 中 体现 的 数学 思想 与 方 
法 . 微分 方程 本 身 即 是 一 种 重要 的 数学 思想 ,初等 数学 中 ,方程 研 
究 离散 变量 之 间 的 关系 , 常 微分 方程 则 讨论 连续 变量 的 性 质 . 在 该 
章 中 ,常数 变易 的 思想 ,级 数 的 思想 ;定性 分 析 的 思想 是 常 微分 广 
程 学 科 所 特有 的 ， ,是 本 学 科学 习 对 象 的 特点 所 决定 的 . 构造 的 思 
想 . 不 动 点 的 思想 是 分 析 类 学 科 如 数学 分 析 、 常 微分 方程 泛 函 分 
析 等 所 具有 的 ， 在 掌握 这 类 思想 方法 时 ,应 注意 两 点 :一 是 学 科 知 
识 的 综合 运用 ,这 是 因为 我 们 往往 需要 借助 相关 学 科 的 知识 或 方 
法 米 解决 党 微分 方程 中 过 到 的 问题 ;二 是 此 类 思想 方法 在 不 同学 
科 中 有 着 不 同 的 体现 ,如 构造 的 思想 方法 在 数学 分 析 中 着 重 在 于 
构造 函数 ,而 在 常 微分 方程 中 则 可 以 是 构造 函数 ,也 可 以 是 构造 函 
数列 ,还 可 以 是 构造 方程 构造 解构 造 参数 ..;” “ 


| Se 常数 变易 的 思想 


常数 变易 法 是 常 微 分 方程 学 科 所 特有 的 一 种 方法 ,是 连接 非 
齐 次 线性 微分 方程 与 相应 齐 次 线性 微分 方程 的 桥梁 . 
， 在 微分 方程 发 展 最 初期 ,不 仅 人 们 所 认识 的 方程 类 型 非常 有 
限 , 所 用 到 的 解决 方法 也 非常 简单 ,初等 积分 的 方法 即 为 其 中 之 


了 。 


常 微分 方程 的 思想 与 方法 


一 ,这 种 方法 需要 将 不 同形 式 的 方程 转化 为 可 以 积分 的 形式 . 对 于 
一 阶 齐 次 线性 微分 方程 3 一 PCz)y, 可 以 用 变量 分 离 的 方法 得 解 


? 一 cj ;对 于 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 42 = P(z)y 十 Q(z)， 
注意 到 其 解 y 一 >(z) 是 z 的 函数 表达 式 ,所 以 方程 右 端 可 以 写 为 
(PCD) 十 和光 ) (尽管 此 时 >(z) 表达 式 未 知 ), 这 时 即 可 分 离 变 


量 ,将 方程 写 为 党 一 【PCz) 十 ?6 )dz, 从 而 形式 上 可 积分 ,得 


?= 士 erow 。 Je 因为 其 中 的 y(z) 未 知 ,所 以 sj88= 未 知 , 可 


记 其 为 ctz) , 即 该 方程 的 形式 解 为 y 一 cCz)ejee ,将 该 形式 解 代 
人 原 方程 解 之 可 得 c(z) 表达 式 ,再 代 人 形式 解 可 得 通 解 . 对 比 非 


齐 次 线性 微分 方程 与 相应 齐 次 线性 微分 方程 ,两 者 通 解 在 形式 上 、 


的 差别 在 于 后 者 中 的 常数 < 在 前 者 中 变易 为 函数 c(z)， 这 也 正 是 
常数 变易 法 的 思路 

常数 变易 法 是 常 微分 方程 所 特有 的 一 个 方法 ， 较 之 于 代数 方 
程 ,微分 方程 之 所 以 可 以 用 常数 变易 法 ,是 由 于 微分 方程 是 以 函数 
为 未 知 量 的 方程 ,所 以 只 4 要 确定 了 方程 解 的 结构 ， 即 可 将 结构 解 
〈 即 形式 解 ) 代 人 微分 方程 得 解 . 


芝 数 变易 法 同时 又 是 直观 的 ,对 于 齐 次 线性 微分 方程 = 
OO 变易 为 函数 c(z)， 
则 名 可 在 原 米 形式 (PCz)y) 基础 上 多 出 一 项 ,我 们 只 需 寻 找 适当 


的 cx) ,使 多 出 的 一 项 恰 为 方程 的 非 齐 次 项 QCz) 即 可 . 
常数 变易 法 在 一 阶 微分 方程 中 的 应 用 非常 简单 , 即 只 需 如 上 
分 析 将 相应 齐 次 线性 方程 通 解 中 的 常数 c 变易 为 函数 c(z) ,而 在 
高 阶 微分 方程 中 的 应 用 则 要 复杂 得 多 . 考虑 中 十 ar 人 (ze 十 … 
6 2 。 
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十 a,(t)z = 了 (2) ,车 对 其 进行 直接 的 常数 变易 ,即将 其 相应 齐 次 线 
性 微分 方程 xm 十 ai (zw 了 十 … 十 as 《2x 二 0 的 通 解 Ze 
中 的 c; 变 为 c;(2) ,i 二 1,2,…,n, 代 入 原 方程 后 产生 的 第 一 个 问题 
是 一 个 等 式 中 出 现 个 未 知 函 数 , 即 为 不 定 方程 ,第 二 个 问题 是 等 
式 中 出 现 了 ci(2) 的 0 阶 至 nn 阶 导 函数 , 即 形 式 上 较 原 方程 更 为 复 
杂 . 为 解决 第 一 问题 ,我 们 可 以 在 原 方程 基础 上 附加 n 一 1 个 条 件 
使 之 定 解 .具体 如 何 加 条 件 , 可 考虑 第 二 个 问题 ,我 们 可 以 做 如 下 


分 析 : 常 数 变易 后 ,z(t) 一 2 DzD 十 “0 必 CD ,为 避免 


(z) 中 出 现 必 人 ,可 令 第 一 个 附加 条 件 为 > cz 人 GD 一 0, 此 
i=} 


时 ,z(t) 一 Dez) 村 ci 故人 ;为 避免 xz*(2) 中 出 现 
i=1 i=1 


21(D ,可 令 附加 的 第 二 个 条 件 为 c(t) 一 0, 依 次 继续 ,得 第 
na 一 1 个 附加 条 件 为 >citDzgr2(D 一 0 代 人 原 方程 , 得 
六 cpDzera Co = f(4): 考 虑 这 个 等 式 所 组 成 的 方程 组 
Dea 0 


> exis) =.0, 
i=1 - 


Daz 7) = 0, 
i=1 Fe 


Daa 0 = Fi 
i=1 区 
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该 方程 组 系数 行列 式 为 本 [zi (iD ,… ,zx,()] 关 0, 所 以 必 存 在 唯一 
的 c41 (2) ，,… ,co(z) ,积分 可 得 c1(2)，… ,c(t) 代入 形式 解 可 得 原 方 
程 的 通 解 . | 

例 1-1 求解 方程 z(t) 一 z(2) 一 ef- 

解 ” 先 求解 相应 齐 次 线性 微分 方程 x'(t) 一 zz) = 0, 得 其 解 


为 Z(t) = Ce'. 

令 原 方程 通 解 形 如 z(t) 二 C(De ,代入 原 方程 ,得 CC = 1, 即 
C(G 一 上 十 C. 

从 而 原 方程 通 解 为 


T(t) 一 te 十 Ce(C € R). 
例 1-2 . 用 常数 变易 法 求解 方程 x 一 xz 一 cost. 
解 ” 易 求 相应 奇 次 线性 微分 方程 通 解 为 z(2) = ce 十 czer 
令 原 方程 通 解 形 如 z(9 二 c(t)e' 十 cs《t)e”', 如 上 分 析 附 加 条 件 并 
代入 方程 ,得 


上 Weteclte =0, 


c(t)e' — cit)e = cost, 
解 之 ,得 
ci(#) = 六 ecost, 
c2(t) 一 一 ecost, 
积分 ,得 


cz) 一 一 Te Ceost Ny 


如 (有 三 一 ie (cost 十 sint) + kz. 
& ,ks 为 任意 常数 . 所 以 原 方程 通 解 为 
CD 二 各 e 十 各 e" 一 于 cost (hh 本 为 任意 常数 ). 


。4 。 
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在 求解 非 齐 次 线性 方程 组 时 也 经 常用 到 常数 变易 法 ,常用 的 
有 黄种 形式 :第 一 种 是 化 为 纯 量 的 常数 变易 , 即 对 于 X 一 AC()X 
十 F(z) , 先 考虑 相应 齐 次 线性 方程 组 X 二 A(b9X, 记 其 通 解 为 


和 (Hb = Dioxin 为 X 的 维 数 ), 可 令 原 方程 通 解 为 X(D) = 


六 GD 天 CD ,代入 原 方程 ,得 关于 以 (D) 的 方程 组 2 oO 世人 0 


二 F(z). 由 于 X10) ,…,X,(z) 线性 无 关 , 故 ci(z) 可 求 且 唯 一 , 进 
一 步 积 分 得 ci(2) , 代 人 形式 解 得 通 解 . 第 三 种 是 直接 作为 向 量 的 
常数 变易 , 记 X = A(z)X 的 基 解 矩阵 为 多 (t) ,寻求 和 二 AC)X 十 
F(z) 形 如 g(t) = @B(4)C(z) 的 解 (其 中 Cz) 为 待定 的 向 量 函 数 )，、 


代入 原 方程 组 ,得 BCDC CD 一 F(D ,从 而 CCD 一 (Fas; 


wt [a, 归 ,所 以 向 量 函 数 g(t) 一 oof G(s)FCs)ds 是 原 方 
程 满足 初始 条 件 p(t。》 一 0 的 解 . 


例 1-3 用 常数 变易 法 求解 方程 组 


解 ” 先 考 虑 相应 齐 次 线性 方程 组 


i Be 
to Se ER 


易 求 其 特征 祖 为 4 一 1( 二 重 ). 
用 待定 系数 法 求 其 两 个 线性 无 关 解 


te 灶 
Xi1(t) = |*® = | 
人 0 


Wh 


所 以 相应 齐 次 线性 方程 组 通 解 为 
5。 
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XO -| 


a 
下 求解 给 定 方程 组 : 
方法 一 用 纯 量 的 常数 变易 法 


寻求 原 方程 形 如 X(z) 一 上. (Dte' tealt)e 
c(t)e: 
代 人 原 方程 ,得 


GE 0 
解 之 ,得 

c(t) 一 0:c2( = 
积分 ,得 


cite’ 十 cze 
“于 


| sa 和 


E (tte: | [| 


\ ci = kl ,cz (zt) 


原 方程 组 通 解 为 
xX) 二 kite’ 十 有 ze 一 ER 


天 ef 


代 人 初始 条 件 ,得 解 


Be 
X() 一 


方法 二 用 向 量 的 常数 变易 法 
相应 齐 次 线性 方程 组 的 基 解 矩阵 为 


$2) = [: A 
0 


可 求 


到 es“ 十 到 2 
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所 以 证 初 始 条 件 X(0) 一 | | 的 和 为 


| e telr le 一 se ||e le = 
ze 一 | J | M | Es 2 
lo eolo ce Jlo 


2 0 
又 BC0) 二 E, 所 以 相应 齐 次 线性 方程 组 满足 初始 条 件 
9p(0) = EE | 
的 解 为 到 
- 门 ] oe 
9(2) = BC) = ， 
3 名 


从 而 原初 值 问题 的 解 为 
ie 一 二 (e 上 er - 
xo = x =| 2 | 


er 


常数 变易 法 作为 常 微分 方程 中 一 个 特别 而 重要 的 方法 , 究 其 
实质 ;是 一 种 转化 的 方法 ,即将 求解 未 知 阔 数 z(z) 或 向 量 函 数 
(C2) (zilt) (i 二 1,2,…,n)) 的 问题 转化 为 求解 未 知 函 数 c(#) 或 
向 量 函 数 CC (也 可 记 为 c(bDb(i 一 1,…,n)). 应 用 该 方法 的 关键 
在 于 确定 原 方程 (组 ) 的 形式 解 . 


.$1.2 近似 的 思想 


常 微分 方程 是 大 学 数学 中 与 生活 实践 联系 最 为 直接 和 密切 的 
学 科 之 一 ,而 现实 生活 往往 是 复杂 多 样 的 ,要 将 其 归结 为 以 精确 性 
为 其 主要 特征 的 数学 分 科 ,近似 思想 起 到 了 非常 重要 的 作用 . 

首先 ,要 构造 的 方程 是 近似 的 , 即 用 来 描述 物理 过 程 的 微分 方 
程 以 及 由 试验 测定 的 初始 条 件 往 往 是 近似 的 . 其 中 微分 方程 中 的 


。7 。 
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近似 主要 体现 在 两 个 方面 :一 是 系统 中 变量 的 个 数 是 近似 的 , 换 言 
之 ,为 了 保证 模型 的 简单 化 ,我 们 往往 略 掉 一 些 次 要 因素 而 只 保留 
主要 的 影响 因素 . 例如 在 研究 摆 的 振动 规律 时 ,因为 事实 上 没有 绝 
对 的 刚体 ,所 以 严格 来 讲 也 应 该 考虑 到 链子 的 变形 ,但 在 实际 构造 
数学 模型 时 ,该 变量 往往 略 去 不 计 . 二 是 方程 本 身 的 近似 , 即 事实 
上 每 个 影响 因素 的 影响 方面 可 能 是 多 样 的 ,但 在 模型 化 的 过 程 中 ， 
往往 略 去 次 要 方面 的 影响 使 模型 简单 化 和 理想 化 . 例如 在 发 声 器 
方程 以 由 一 一 人 sz 的 推导 过 程 中 ,我 们 咯 去 了 容器 棋 部 空气 的 
压缩 性 而 只 考虑 其 运动 性 ,同时 略 去 容器 中 空气 的 运动 性 而 只 考 
虑 其 压缩 性 . 由 此 可 以 看 到 ,在 由 实际 问题 进行 数学 建 模 ( 即 得 方 
程 ) 的 过 程 中 ,我 们 的 主要 任务 是 如 何 找到 尽 可 能 简单 的 同时 又 
可 以 很 好 的 描述 其 中 变量 关系 的 微分 方程 ,而 那些 使 得 问题 繁杂 
不 堪 且 事实 上 影响 又 很 小 的 因素 可 以 忽略 不 计 ， 

近似 思想 在 微分 方程 中 的 第 二 个 体现 是 有 关 解 的 定量 计算 ， 
在 微分 方程 发 展 初期 ,人 们 致力 于 精确 解 的 寻找 , 即 寻 求 方程 初等 
函数 或 初等 函数 积分 形式 的 解 ,但 可 以 如 此 求解 的 方程 是 非常 有 
限 的 . 1841 年 , 刘 维 尔 证 明了 即使 是 形式 上 很 简单 的 李 卡 蒂 方 程 


全 十 dy 二 (4 > 0) ,其 解 也 无 法 用 初等 函数 或 其 积分 表示 ,在 


这 种 情况 下 ,可 以 应 用 于 一 般 方程 的 求 近似 解 的 方法 就 具有 了 和 非 
常 重要 的 意义 ,而 且 从 理论 上 来 讲 , 近 似 解 在 一 定 条件 下 可 以 达到 
任意 要 求 的 精确 度 , 这 样 就 从 汪 定 程度 上 满足 了 实际 的 需要 . 

求 近似 解 的 方法 一 般 有 两 种 , 即 用 逐步 逼近 列 求 近似 解析 解 的 方 
法 和 数值 计算 求 近似 数值 解 的 方法 . 前 者 在 理论 证 明 中 有 着 重要 的 作 
用 ,而 后 者 有 更 广泛 的 应 用 性 . 以 一 般 的 一 阶 微分 方程 初 值 问题 


他 JE 
[yzo) = ys 
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为 例 (一 阶 微分 方程 组 有 类 似 的 结论 ,而 高 阶 微分 方程 可 以 化 为 一 
阶 微分 方程 组 处 理 )， 当 其 满足 解 的 存在 唯一 性 定理 条 件 时 ,可 以 
构造 函数 列 

oo (Cz) 一 yo， 

gs) = yt flrspe edz O12 


(gw Ca) 的 极限 函数 9(z) 即 为 原初 值 问题 的 精确 解 ,但 该 解 往往 
不 能 用 初等 函数 或 其 积分 表 出 ,这 时 我 们 可 以 以 gw (z) 近似 通 近 
g(x). 该 方法 的 优越 性 在 于 可 以 通过 增加 逻 代 次 数 米 提高 精度 ， 
且 近 似 解 与 精确 解 之 间 的 误差 有 定量 估计 式 
ML"h™! 
1 p72) — (7) [< DT 


flz,y) LL 为 李 普 希 效 常数 ， 


其 中 M = 


sup 
{zx0—azota]x| yo—6'y0t6] 


= min{a, 才 ). 对 于 一 阶 微分 方程 组 ,我 们 有 类 似 的 结论 (可 见 


例 1-2). 

数值 计算 基本 步骤 是 :对 求解 区 间 进行 前 分 ,然后 把 微分 方程 
离散 成 在 结 点 上 的 近似 公式 或 近似 方程 ,最 后 结合 定 解 条 件 求 出 
近似 解 . 具体 的 的 方法 有 欧 拉 方 法 、 改 进 的 欧 拉 方法 、 龙 格 一 库 
塔 方法 等 . 数值 计算 的 优越 性 之 一 在 于 其 直观 性 ， 以 欧 拉 方法 为 
例 :对 于 


dy 
fz) 


ylxo) = 
从 初始 点 (zo,%) 出 发 ,按照 一 定 的 步 长 及 ;以 yo 十 fCxo，yo)h 近似 
表示 A fz) c= flzo + 有 h) 的 函数 值 ,进一步 ,以 ME + fz yy)h 
近似 表示 % = f(zz) = Fr 十 内 = f(zxo 十 2h) 的 函数 值 … 依次 
继续 ,可 得 方程 在 任 一 点 (z,y) 处 的 数值 解 . 而 改进 的 欧 拉 方法 则 是 
在 积分 形式 基础 上 做 近似 代 换 ,实现 了 精度 的 提高 . 数值 解法 的 优 
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越 性 之 二 在 于 随 着 计算 机 技术 的 发 展 ,可 以 通过 数值 计算 及 相应 的 
图 形 软 件 使 我 们 更 清楚 地 认识 微分 方程 的 解 随 自 变量 及 参数 变化 
时 的 性 态 . 该 方法 优越 性 之 三 在 于 解 的 精确 度 控制 :一 方面 我 们 可 
以 选取 不 同 的 计算 方法 ,如 欧 拉 方 法 为 1 阶 精 度 , 即 局 部 截断 误差 为 
OL ) ,改进 的 欧 拉 方 法 为 2 阶 精度 , 龙 格 一 库 塔 方法 则 可 以 达到 更 
高 的 精度 ; 另 一 方面 ,在 计算 机 处 理 时 ,可 以 在 选 定 计算 方法 的 基础 
上 通过 自动 变 步 长 的 方法 来 保证 一 定 的 精度 要 求 . 当然 我 们 也 应 该 
看 到 ,数值 计算 用 于 求 微分 方程 的 近似 解 也 有 其 不 可 逾越 的 缺点 ， 
即 只 能 给 出 在 某 个 固定 点 处 的 函数 值 ,而 不 能 给 出 确切 的 表达 式 . 
例 1-4 求 初 值 问 题 


dy 三 

人 (R: | z+1|<1,1y|<1) 
2( 一 1) 一 0. 

的 解 的 存在 区 间 ,并 求 第 二 次 近似 解 , 给 出 解 在 存在 区 间 上 的 误差 

估计 . 


解 4 二 1,6 二 1,M 一 4,L 二 2, 所 以 h min{a, 者 ) L 


4 


从 而 解 的 存在 区 同 为 [一 号 ; 于 


构造 oz) 一 3 一 0， 


误差 估计 式 为 
-MI 1 
[oD gD) I< 和 DI 一 让， 
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dX _ 0 + 
上 | 于 -10 
例 1-5 试用 逐次 逼近 法 求 初 值 问题 S 
x 
1 
第 三 次 近似 解 . 
解 ”由 逐次 逼近 列 的 构造 方法 ,可 令 
. : 
xw=[| 
t 0 1 
XD 一 马上 | 1 ol Xds— 
al ‘ 
XD =K+| 凑合 二 袜 | 
加 本 本， 一 乞 
， 
Xt) =X + 上 | | 
ee 3 0 二 二 0 未 和 六 
| 


其 中 Xs (9 即 为 所 求 近似 解 . 
例 1-6 用 欧 拉 公式 和 梯形 公式 的 预报 一 校正 法 计算 . 
a yO0<z<D 
yo 二 1 * 
的 数值 解 , 取 六 二 0.1 ,梯形 公式 只 和 迭代 一 次 ,并 与 精确 值 相 比较 . 
方程 的 解析 解 为 》 一 ' VI 十 2z. 
: 解 - 欧 拉 公式 为 


2 0. 2z 
5 十 0.1 X13 和 LaLa 
Ya (> 元 » 汪 有 


3 一 1， 
梯形 公式 只 校正 一 次 的 格式 为 
ra We 
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yar =1. 1 一人， 
yatl 一 Ya 十 0.05X (2 2 二 yat ’ Ee )， 
yn Jrl 
3 一 1，zo 一 0， 
结果 列 人 下 表 : 

Tn 欧 拉 方法 梯形 法 精确 值 
0.1 1.100 000 1.095 909 .095 445 
0.2 1. 191 818 1.184 097 -183 216 
0.3 1.277 438 ~ 1.266 201 1.246 911 
0.4 1.358 213 1.343 360 .341 641 
0.5 1.435 133 1.416 402 .414 214 
0.6 1.508 966 1.485 956 1.483 240 
0.7 1.580 338 | 1.552 9018 1;549 193 
0.8 1.649 783 1.616 475 .612 452 
0.9 1.717 779 了 678 167 ee 1.673 320 
Ld 1.784 771 1:737 868 1.732 051 


近似 思想 在 常 微分 方程 中 的 第 三 个 体现 在 于 定性 分 析 . 即 用 
近似 方法 考虑 微分 方程 解 的 定量 信息 后 ,在 19 世纪 末 20 世纪 初 ， 
人 们 将 重点 转移 至 定性 理论 的 研究 , 才 不 必 求 解 方程 (无 论 是 精确 
解 还 是 近似 解 ) 而 直接 由 方程 出 发 考虑 方程 解 的 性 态 . 在 定性 分 
析 中 ,近似 思想 也 起 到 了 非常 重要 的 作用 ,其 中 主要 体现 在 稳定 性 
分 析 方 面 , 举 个 例子 ,我 们 可 以 通过 原 系统 近似 的 线性 系统 的 稳定 
性 来 判断 原 系统 的 稳定 性 . 具体 来 讲 , 对 于 X 一 AX( 其 中 A 为 
n Xn 常数 阵 ) , 若 特 征 根 均 具 有 负 实 部 ,其 零 解 浙 近 稳定 ; 若 存 在 
具有 正 实 部 的 特征 根 , 零 解 不 稳定 ; 若 无 具有 正 实 部 的 特征 根 但 存 

。 12 。 
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在 零 特征 根 或 具有 和 零 实 部 的 特征 根 , 零 解 可 能 稳定 可 能 不 稳定 . 一 
般 的 系统 X 二 F(t,X) 没有 直接 的 稳定 性 结论 ,但 车 将 右 端 项 记 
为 F(t,X) 一 AX 十 R(X),' 当 其 中 RC(X) 满足 RC0) == 0( 保 证 


X 兰 0 仍 为 解 ) 且 lim P(X) 


[es 证 4 
a 0( 保 证 RCX) 的 影响 作用 


远 远 小 于 线性 部 分 的 影响 ) 时 ,该 系统 稳定 性 可 线性 近似 确定 . 昌 
当 其 线性 近似 系统 X = AX 特征 根 均 具有 负 实 部 时 ,X = AX 十 
R(X) 零 解 浙 近 稳定 ; 当 .X 一 .AX 存在 具有 正 实 部 的 特征 根 时 ， 
X’ 二 AX 十 R(X) 零 解 不 稳定 . 


3 


例 1-7 考虑 系统 
Xx’ = y, 
[> 一 一 民 一 四 一 cz 


零 解 的 稳定 性 . 其 中 a,6,c > 0 为 常数 . 
解 ”线性 近似 系统 为 


/X= y, 
_ |> 一 一 az 一 . 
非 线性 项 Rz, 妨 一 也, 易 证 Ri0,0) =0, 目 lim R(x) 
Etble | | 十 | y | 
一 0, 所 以 原 系统 稳定 性 可 由 其 线性 近似 系统 稳定 性 确定 . 又 可 求 
线性 近似 系统 特征 根 为 13 一 一 二 十 % 和 = 人 ,这 有 负 实 部 , 故 


在 稳定 性 分 析 中 ,线性 近似 的 方法 可 以 将 较 复 杂 的 情形 与 线 
性 情形 相 联系 ,从 而 使 问题 变 得 简单 . 但 类 似 于 定量 求 近似 解 时 必 
会 有 一 定 程度 的 误差 ,近似 方法 用 于 定性 分 析 也 有 其 不 可 克服 的 
局 限 性 . 具体 来 讲 , 当 线性 近似 方程 组 . 民 = 4X 无 正 实 部 特征 根 
但 有 零 特征 根 或 零 实 部 的 特征 根 时 , 原 系统 X = AX 十 R(X) 的 


稳定 性 不 再 仅 取 决 于 其 线性 近似 部 分 ,还 依赖 于 它 的 更 高 阶 项 . 这 
。 13 。 
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是 因为 此 时 变动 R(X) ,尽管 仍 可 保证 影响 很 小 ,但 足以 引起 质 的 
变化 . 要 更 直观 形象 地 理解 这 一 点 ,可 以 联系 连 葡 函数 保 号 性 ;车 
f(z) 在 zo 连续, 且 flzo) > (<)0, 则 当 z 在 ze 充分 小 领域 内 任 
意 变 动 时 ,f(z) >> (<)0; 但 车 f(z。) = 0; 则 在 对 于 在 z 无 论 多 
么 小 邻 域内 的 ,都 有 可 能 函数 值 为 正 , 也 可 能 函数 值 为 负 . 事实 
土 ,车 一 个 平面 动力 系统 的 线性 近似 部 分 有 一 对 纯 虚 数 的 特征 根 
时 , 零 解 可 能 呈现 渐 近 稳定 ,稳定 和 不 稳定 等 不 同性 态 . 
例 1-8 考虑 下 列 系统 零 解 的 稳定 性 . 


zx 一 3 一 好 
GD) ， 。， 
y 三 一 工 一 并 3 


wb = y—zx(z 二 y), 
y =—z— y(z + y), 
太一 y 十 zz 十 天)， 


(3) 
y = 一 z+ yz 二 +y). 


解 ”三 个 系统 有 同 的 线性 近似 系统 |， 


为 = 士 i, 故 不 能 用 线性 近似 方法 判断 . 
我 们 采用 Y 函数 方法 . 
取 VY(z,y) 一 好 十 天 正定 , 则 : 


旦 lo 常 负 ,所 以 系统 (1) 零 解 稳定 ; 


二 y， 


， ,但 特征 根 


旦 le 定 负 ,所 以 系统 (2) 零 解 渐 近 稳定 ; 


各 jw 定 正 ,所 以 系统 (3) 零 解 不 稳定 ， 


可 以 看 到 ,无 论 是 在 现实 模型 化 为 微分 方程 的 过 程 中 ,还 是 在 
微分 方程 的 定量 求解 及 定性 分 析 方面 ,近似 方法 都 起 到 了 非常 重 
要 的 作用 .但 是 ,近似 方法 又 有 其 难以 克服 的 局 限 性 ,这 就 要 求 我 
们 一 方面 提出 更 多 更 优 的 近似 方法 以 期 解决 更 多 不 易 精确 求解 的 
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问题 , 另 一 方面 ,也 要 努力 拓展 近似 方法 应 用 的 范围 ,使 问题 不 臻 
在 近似 化 的 过 程 中 发 生 本 质 的 变化 . 


$1.3 数 形 结 合 的 思想 


数 形 结合 的 思想 充分 利用 了 数 的 规范 性 和 形 的 直观 性 ,通过 
数 和 形 的 联系 与 转化 来 研究 数学 对 象 ,解决 数学 问题 ,是 一 类 常 
的 重要 方法 . 事实 上 ,19 世纪 以 前 的 算数 和 几何 概念 大 部 分 是 建 
立 在 几何 量 的 概念 之 上 的 ,后 来 , 笛 卡 儿 指 出 , (n 元 ) 函数 可 对 应 
于 (n 十 1 维 空间 中 的 ) 曲线 ,而 微 积分 又 告诉 我 们 , 导 函 数 表示 函 
数 的 变化 率 ,在 几何 上 即 表 为 曲线 的 切线 斜率 . 我 们 知道 ,微分 方 
程 是 指 含有 未 知 函数 及 其 导 函 数 的 等 式 ,所 以 微分 方程 解 的 存在 
性 及 解 的 很 多 性 质 往往 可 以 从 几何 上 得 到 体现 . 从 另 一 方面 来 讲 ， 
因为 我 们 一 般 得 不 到 方程 的 显 式 解 ,所 以 往往 从 向 量 场 的 特性 出 
发 ,来 获取 轨 线 的 几何 特征 或 轨 线 族 的 拓扑 结构 图 ,因此 ,微分 方 
程 定 1 性 理论 又 被 称 为 几何 理论 . 数 形 结合 的 思想 在 微分 方程 中 往 
往 体现 在 以 下 几 个 方面 : 


一 、 利 用 几何 意义 可 以 从 向 量 的 角度 理解 解 的 存在 性 及 不 丰 
在 性 


导数 可 表示 曲线 在 某 点 处 的 变化 率 , 亦 即 曲线 在 该 点 处 切线 
的 斜率 ,所 以 我 们 可 以 由 微分 方程 出 发 ,在 相 空 间 中 的 每 一 点 上 相 
应 地 给 出 一 个 向 量 ,所 有 向 量 构成 一 个 向 量 场 ,而 求解 微分 方程 即 
求 曲线 ,使 在 其 上 每 一 点 处 都 与 该 方程 定义 的 向 量 相 切 . 形象 地 
讲 , 即 在 相 空间 中 作 折 线段 ,使 每 条 折线 都 沿 其 初始 点 处 向 量 的 方 
向 ,其 长 度 与 向 量 长 度 成 正比 . 现 令 每 条 折线 的 长 度 逐 渐变 短 并 增 
加 折线 段 的 数目 ,其 极限 即 为 一 条 光滑 曲线 ,也 就 是 我 们 要 求 的 积 
分 曲线 . 


sa 15 。 
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向 量 观点 也 可 以 解释 微分 方程 解 的 不 存在 性 , 即 不 存在 符合 
条 件 的 光滑 曲线 ,使 在 其 每 一 点 上 的 切 向 量 都 震 于 微分 方程 所 定 
义 的 向 量 场 这 是 因为 有 的 向 量 场 中 会 有 向 量 相互 “ 巴 盾 ”, 因 此 不 
可 能 得 到 一 条 连续 且 光 滑 的 曲线 ; 

例 1-9 人 的 Po(Czo,yo) E R’ "正明 初 值 向 是 


E = (zx— We ， 
区 


yy) = 
的 右 行 解 都 在 [zo, 十 co] 上 存在 。 a 
证 明 .首先 由 解 的 存在 唯一 性 定理 及 解 的 延展 定理 知 ,对 任 

意 G:G CR?,Po(zo,y) GE G, 初 值 问题 的 解 存在 唯一 , 且 可 延伸 
到 G 的 边界 . | 
 ， 考虑 微分 方程 相应 5 的 水 平等 祭 线 上 ， 一 =, 易 知 线 素 余 率 在 
上 方 为 负 , 在 工 下 方 为 正 ， 即 积分 曲线 在 工 上 方 单 减 ,在 工 下 方 
单 增 . 

”车 zo 之 w%( 即 PP, 位 于 工 上 方 )， 考虑 解 在 条 形 域 (zy | zo 
委 z 委 ,一 <》< 十 co} 内 的 延展 性 及 积分 曲线 的 单调 性 ,可 
知 过 Pu 的 积分 曲线 必 与 工 相交 ( 见 图 1-1). 


若 zo 之 yo :考虑 解 在 条 形 域 {(z,y) | z。 TE ;< 
3 < 十 ce} 内 的 延展 性 ,此 时 因为 Po 在 下 方 ,而 积分 曲线 单调 递 
增 , 且 在 向 右 延 伸 时 不 可 能 从 工 下 方 穿越 至 上 L 上 方 ， Bd 
直至 跨越 区 间 z。 县 z < 十 co. 
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二 、 利 用 几何 图 形 有 助 于 加 深 理解 菜 些 定义 
例 1-10 考虑 二 阶 系统 


zr = fi (t,x1,T2), 
zr = folt,x1 ,Xz). 
(iD 著 对 任意 的 es > 0, 存 在 8(e, 加 ) > 0, 使 对 任意 zioyza， 
t: | za 一 Fo | 志 6,1] za 一 Zoo 委 8 委 如, 均 有 | zx1(2) —Zzx1(t) | 
声 es | zz(D 一 Zz(t) | 才 e; 其 中 zz1 (2) ,zz lz) 为 系统 满足 zz (io) 一 
zi ;zz (to) 二" zo 的 解 , 则 称 解 z1 二 去 (2) ,zs = zz(t) 为 稳定 的 
GD 着 解 卫 一 元 (Dam 一 五 G) 为 稳定 的 , 且 存在 61C) > 0， 
使 对 任意 aovzasta [ao 一 二 和 ,| zm 一 Zw | 忆 抽 ,有 
Jim [zs C2) 一 五 人] 一 0， Jim [ze (的 (SS 二 0, 其 中 zi1(2)， 
zz(t) 如 (i) 所 定义 , 则 称 解 zi 二 Z(t) ,x 一 Zo 人 2) 为 浙 近 稳定 的 . 
只 从 定义 的 文字 描述 来 看 ,我 们 还 是 不 太 清楚 稳定 解 与 浙 近 
稳定 解 的 差别 ;但 车 以 z(t) = 0 的 特殊 情形 画 出 如 图 1-2 所 示 的 
图 形 , 则 二 者 的 差别 就 一 目 了 然 : 渐 近 稳定 不 仅仅 解 不 超出 z(t) 
的 s 邻 域 , 而 且 还 趋向 于 z(2). 


稳定 浙 近 稳定 
| 图 1-2 
人 
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三 \ 利 用 几何 图 形 有 助 于 理解 某 些 定理 。 
例 1-11 《〈 李 亚 普 诺 夫 稳 定性 定理 ) 考虑 自治 系统 


Zr 一 万 (zzz)， 


Xz 一 filz ，T2). 

车 在 某 个 D, 上 存在 正 ( 负 ) 定 函 数 V(zi ,zs), 且 它 关 于 该 系统 对 
的 全 导数 在 D; 上 为 常 负 ( 正 ) 函数 , 则 该 系统 零 解 稳定 . 

分 析 当 V(zi ,zz2) 为 正定 函数 时 ， 于 但 折线 Y(Czi ;TX2)=C 
是 一 个 套 一 个 的 闭 曲线 族 ,而 VC) 恰 为 当 变 化 时 沿 轨 线 人 对 t 的 
变化 率 . 由 假设 VCz) 志 0, 所 以 当 : 增 加 时 , 沿 轨 线 ,VV 单调 不 增 ,从 
而 当初 始 值 VCz (i) ,zz(a)) 充分 小 时 , 沿 胃 线 ,V 值 也 不 会 很 
大 , 轨 线 也 就 不 会 远离 原点 ,从 而 零 解 是 稳定 的 ( 见 图 1-3)， 


可 2 ( ; 


大 C 闭 曲线 族 稳定 性 与 函数 关系 


ls3 


例 1-12 (第 一 比较 定理 ) 设 y= gp(z) 与 y 冯 ECz) 在 zE 
(a,6) 上 分 别 是 初 值 问题 


| 攻 一 fe = F(z,y), 
yzo) i 3fKzo) 一 加 
的 解 ,其 中 f(z,y) 与 F(z,y) 都 在 区 域 G 内 连续 且 满 足 不 等 式 
fz 3) F(z,Y), (zy) EGG, 则 ' 
es 
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PCZ) Bz), TorI<b; 
G7) > Gz), 4a rn. 
分 析 ”在 定理 证 明 中 须 找 到 8 二 min{z | B(x) 一 g(x) 一 0， 
zo 之 XD 及 a= max{z | B(x) — yg(z) = 0,4 < 之 rz) 过 
程 非常 繁琐 ,但 若 考虑 其 几何 意义 则 易于 理解 :在 同一 点 (zo ,yo) 
处 ,斜率 小 的 曲线 ?一 p(x) 向 右 不 可 能 从 斜率 大 的 曲线 y= B(x) 
下 方 穿越 到 上 方 , 即 不 可 能 有 如 图 1-4 所 示 的 情形 出 现 . 


四 、 利 用 几何 图 形 可 以 简化 某 些 证 明 过 程 ,或 者 更 清晰 地 给 出 
证 明 思 路 5 

例 1-13 〈 解 的 存在 性 定理 ) 车 f(z,x) 在 区 域 R: | 1 一 加 | 委 
a, | < 一 为 [之 5 上 连续 , 则 方程 二 Ctsz) 至 少 在 区 间 [ 一 
十 冲 上 存在 一 个 满足 初始 条 件 za) 二 zo 的 解 ,其 中 有 一 


ee 
min{a,} M 一 ‘Sup (ts) 


分 析 ”考虑 方程 在 尺 上 确定 的 方向 场 ,过 初始 点 (myzo) 向 
右 作 全 率 为 了 (tyzo) 的 直线 段 , 即 沿 方 向 场 在 (to ,To) 作 线 段 ; 在 
该 直线 段 上 取 内 的 另 一 点 (4 ,x1); 沿 方向 场 在 (ti ,zx1) 处 作 右 行 
线段 ;再 在 该 线段 上 取 内 第 三 点 (za) , 沿 方向 场 在 (ts ,xs) 处 作 


右 行 线段 … 继续 下 去 ,可 得 一 条 始 于 (zo ,zo) 的 右 行 折线 ,如 图 
1-5 所 示 . 同样 地 ,我 们 也 可 得 左 行 折线 ;一 个 直观 的 结论 是 : 当 相 
。19 。 
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邻 两 点 与 :ze 之 间距 离 较 小 时 ,该 折线 可 看 作 原 方程 的 近似 积分 


线 ;而 当 二 ,tn 之 间距 离 趋 于 0 时 ， 该 折线 趋 于 我 们 所 要 求 的 积 
分 曲线 . 


1-5 

基于 以 上 几何 直观 ,我 们 可 以 确定 求证 的 基本 思路 :(1) 对 任 

意 的 s > 0, 存 在 方程 的 近似 解 g(2);(2) 设 elm 一 1,2,…) 是 

任 一 趋 于 0 的 正 项 序列 ,可 证 相应 的 pn(z) 存在 一 致 收敛 的 子 列 ， 

并 设 收敛 到 g(t);(3) 证 plz) 即 为 我 们 要 求 的 解 . 《具体 证 明 过 程 

可 参见 [3]) 

由 分 析 的 过 程 ， 我 们 可 以 得 到 方程 近似 六 解 的 方法 ， 即 : 

加 二 


Ta 一 To 1 十 FE Te ) tO— 


ti) sn = 1,2, 


0 = Ry 


Pe 


该 方法 称 为 Euler 方法 ， 于 


或 


4 极限 的 思想 


广义 的 极限 是 指引 事物 变化 的 终极 状态 :数学 上 的 极限 则 是 指 
变量 与 之 无 限 趋 近 的 量 . 作为 常 微分 方程 学 科 , 极 限 思想 则 体现 在 
。20 。 
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已 知 微分 方程 所 具有 的 性 质 , 探 究 解 的 极限 性 态 , 或 已 知 微分 方程 
具有 的 性 质 ,以 极限 为 工具 ,探究 解 的 性 质 ,如 解 的 存在 性 、 有 界 
性 、 稳 定性 等 . 极限 思想 揭示 了 变量 与 常量 、 有 限 与 无 限 的 对 立 统 
一 关系 . 借助 极限 ,我 们 可 以 以 不 变 认识 变 ， 六 有限 闪光 无限, 以 直 
线 认 识 曲 线 ,以 近似 认识 精确 . 

早 在 公元 前 4 世纪 ,希腊 数学 家 欧 多 克 斯 提出 了 逼近 法 和 各 
近 原 理 ,成 为 开创 极限 理论 的 先驱 ,公元 3 世纪 ,中 国 数学 家 刘 徽 
用 割 圆 术 计算 的 近似 值 , 提 出 “……… 割 之 弥 细 ,所 失 弥 少 , 割 之 又 
割 , 以 至 于 不 可 割 , 则 与 圆 合 体 而 无 所 失 矣 ,从 文字 叙述 来 看 , 割 
圆 术 不 仅仅 是 近似 ， 而 且 昔 含 了 深刻 的 极限 思想 . 极限 方法 的 最 初 
应 用 都 是 依据 于 几何 直观 或 人 们 的 主观 判断 ， 该 理论 的 进 一 步 发 
展 及 极限 概念 的 提出 则 与 微 积分 学 的 建立 紧密 相连 .. 直 至 19 世 
纪 , 维 尔 斯 特 拉 斯 给 出 了 极限 的 精确 定义 , 即 e 一 NN 定义 ,借助 该 定 
义 , 可 以 定量 地 具体 地 刻画 两 个 无 限 趋 近 过 程 ,摆脱 了 对 几何 直观 
的 依赖 . 进一步 地 ,利用 极限 ,可 以 给 出 连续 .导数 、 积 分 .级 数 及 本 
数 项 级 数 的 敛 散 性 等 重要 概念 . 可 以 说 , 极 限 是 学 习 和 研究 大 学 数 
学 的 重要 工具 ,极限 思想 是 贯穿 整个 大 学 数学 的 一 个 重要 方法 . 作 
为 大 学 数学 一 个 重要 分 科 的 常 微分 方程 ,在 其 建立 和 发 展 中 ,都 明 
显 体 现 出 极限 的 思想 ， 例如 柯 西 正 是 以 严格 化 的 极限 理论 为 依托 ， 
在 相当 一 一 般 的 条 件 下 证 明了 解 的 符 在 唯一 性 定理 ;为 微分 方程 的 
定性 研究 英 定 了 竖 实 的 基础 .. 

极限 思想 在 常 微分 方程 中 一 个 直接 应 用 是 利用 极限 的 定义 或 
性 质 来 考察 方程 解 的 性 态 , 尤 其 是 极限 性 态 . 

例 1-14 ” 设 f(z) 在 [0, 十 co) 上 连续 可 微 , 且 

lim[y(z) 十 y 《zx)] = 0, 求 证 limy(z) 一 0， 
证 明 ” 设 y(z) 十 y (zx) = z(z), 解 之 ,得 


yx) 一 ec 十 | cepedz) 2 er zz)erdz. 
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又 limz(z) 一 0, 故 对 Ve > 0, zo 4 时 ,有 一 | 
lim e 的 故 当 且 仅 当 c 一 一 | f(z)e*dz 时 ,limy(z) 一 之 


从 而 有 ee 
1 人 2 在 常 微分 方程 中 运用 极限 的 思想 和 方法 解决 问题 ,还 有 一 个 
-< edr < 局 重要 思路 :为 确定 某 个 变量 ,首先 可 确定 其 近似 变量 ,而 且 该 近似 
所 以 limy(z) 一 0, 得 证 . i 。 变量 是 一 列 近 似 程度 越 来 越 高 的 量 ,然后 通过 考察 这 一 串 变量 的 
例 1-15 考虑 方程 … ”趋向 ,来 确定 欲求 的 量 . 以 解 的 存在 唯一 性 为 例 ,逐步 通 近 列 的 方 
a ， | 法 就 是 构造 以 y 为 初始 值 , 且 逐 步 向 真正 解 带 近 的 本 数列 ,7 ， 
dz Ya . 通过 对 该 函数 列 的 性 质 讨 论 并 求 极限 ,得 解 y(?) ,而 欧 拉 折线 法 
| 车 fz) 在 [0, 十 co] 上 连续 ,上 且 limf(z) 一 6. 求 证， - | (详细 分 析 见 数 形 结 谷 一 节 ) 也 是 逐步 构造 越 来 越 细致 的 欧 拉 折 
| ev i | 线 ,在 该 过 程 中 ,近似 程度 随 着 每 一 条 线 眉 的 逐步 减 小 而 越 来 越 
A nt “高 ,其 极限 状态 即 为 原 方程 的 积分 曲线 . 又 如 构造 方法 中 讲 到 的 压 
| (iD 当 a < 0 时 ,方程 只 有 一 个 解 当 二 co 时 趋 于 姜 . | ,通过 探讨 该 点 
| 主因: 居 方程 ,得 Sl 从 该 方法 的 应 用 我 们 还 可 以 看 到 ,极限 方法 与 近似 思想 是 窗 
| ; yzj = ee (c 十 | FredatCe R). | 不 可 分 的 ,以 逐步 逼近 法 讨论 解 的 存在 唯一 性 为 例 , 它 不 仅 建立 了 
a 确切 的 解 的 存在 性 结论 ,而 且 还 可 以 由 此 给 出 近似 解 ,并 保证 任意 
ee | 给 定 的 近似 程度 . 
着 5 一 0 且 |，7Cz)erdz 收 敛 , 则 limy(z) 一 0 一 之 例 1-16， 设 z(D 是 [二 ] 上 的 连续 函数 , 目 有 


z(t) I<m+r| Dt qz 


沙 5 天 0 或 5 一 0 但 | ”7(z)erdz 发 散 , 刚 
: 其 中 M,K 为 非 负 常数 ,试用 逐次 逼近 法 证 明 


| c+| frera : | | et 
下 limy€z):= lim es -一 -iaer -2 | Ne 
| TT e .~ a “a : 证 明 ” 作 函 数列 {zx (2)}: 
| (iD 当 a 之 0 时 ， | | zolD) = M, 
limy(#) = Lo limket [f(r)erdz) ~ 0. 站 一 MK zl | den = 12 
所 以 3 | 显然 z.(7) 在 [am ,aa] 上 连续 , 且 z,(2) 之 0. 展开 表达 式 , 有 


| Zz1(t) 一 MT 十 KMCG 一 加 )， 


六 总 亲 :和 E 。23 。 


和 “to0 
c =— lim| f(z)erdz 一 -| flzx)e™ dz. 


a DC od 
zr) = M+ KMG 0) tt KT MT 
下 证 3 
zt) = MKMG 1) + + KM 人 一 
zl = MEK| 1 zl de 
= M+EK| [M+ EMG—t) + 
rg pe 
EM 《二 一 -121 de < 2 
Per 2 
= M+ EMG 1) 十 KM 全 各 十- 
十 KoM 下 一 加) 
nT 


易 证 limz,(t) = Me 
考虑 序列 {| z(0) | 一 zz ()): 设 Mi 一 apax | z(t) |, 有 
人 


1z(D |— xo) <x| | xn | de < KM GG = 0). 
从 


猜想 
[ed a ee 
下 证 : 
Kn MC — 1) 
| zx {—z,(0) 扫 ODN 


| z(D |—z,00) < xj [lz(o 1x (ndr] 


A Se [rz 一 ac]dc 


。24 。 


第 一 章 ，” 常 微分 方程 中 体现 的 数学 思想 


和 KM (to to)™! 
(nn 二 1)1 

故 
本 名 gm + 
令 n 一 co, 得 
| z(2) | Me 
以 上 讨论 了 常 微分 方程 解析 式 形式 的 解 的 极限 与 近似 ,在 考 
察 解 的 全 局 性 态 时 ,还 往往 用 到 一 类 几何 表示 的 极限 解 , 即 极限 
环 . 简单 来 讲 ,车 有 轨 线 当 :-> 十 oo( 一 oo) 时 趋 于 某 闭 轨 , 则 称 该 闭 
轨 为 极限 环 . 这 里 的 闭 轨 , 即 体现 为 解 的 周期 性 质 . 适当 考虑 极限 
环 . 奇 点 的 性 质 ,并 结合 某 些 变换 (如 Poincare 变换 等 ), 可 以 得 到 
方程 的 全 局 面貌 , 求 极限 环 相关 性 质 时 ,我 们 往往 考虑 的 是 极限 环 
的 存在 性 、 个 数 , 稳 定性 及 重 数 等 ,极限 环 在 实际 应 用 中 也 是 非常 
重要 的 , 如 在 无 线 电 技 术 中 , 对 于 真空 管 发 动 器 方程 ( 即 
Vanderpol 方程 ) , 找 出 了 极限 环 也 就 是 找到 了 其 自 振 过 程 ;稳定 
9 极限 环 对 应 于 物理 上 的 周期 振动 情形 ,不 稳定 的 极限 环 则 对 应 
于 物理 上 不 能 实现 的 周期 振动 . 具体 到 极限 环 的 求法 ,一 般 来 讲 有 
两 种 :一 是 先 求 出 特 解 , 然后 判断 其 他 轨 线 对 于 该 特 解 的 趋 近 性 
质 ; 二 是 通过 构造 特殊 环 域 来 直接 寻求 极限 环 , 即 Bendixson 

方法 . 


0 
例 4 考虑 的 极限 环 ，.. 
-z+ty—yr + yy 
at 、 
解 ” 作 极 坐标 变换 ,得 方程 组 
至 一 r1 一 情 )， 
dg ，” 
pe 1， 
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解 之 ,得 两 个 特 解 


和 


上 如 


r=0,0=# 


r 二 1,0= 


0 一 tt 之 o( 即 原点 》 


任 取 半 径 为 RC(> 0)， 


心 为 原点 的 圆 ( 见 图 


E 一 点 (RR,0" ) 处 轨 线 走向 .- 


一 纪 之 加 (为 闭 轨 ). 


1-6) ,考虑 过 其 


(1) 当 R= Ri 一 工时 
a 
di, 
dg 
本 
所 以 轨 线 沿 顺 时 针 方向 
(2) 当 R = R, 这 1 时 ， 
dr 
dt 一 
dg 
di ~ 


所 以 轨 线 沿 顺 时 针 方 向 


考虑 环卫 一 {(r,b) | Ri 一 -到 Rs)},D 内 无 奇 点 , 且 过 两 边界 
。26 。 


» 


"=—1<0. 


由 圆 内 走向 圆 外 . : 


一下 一 RD>>0 


一 Raz(1 一 王 ) < 0, 


0” 一 一 1 < 0.: 


由 国外 走向 圆 内 . 


的 轨 线 均 由 DD 外 到 D 内 且 不 再 出 DD， 


证 一 1 为 极限 环 , 且 为 稳定 的 极限 环 . 


例 1-18 


条 件 ,并 以 此 为 工具 讨论 上 例 a a 


令 Ri 一 1 一 ,Rs 1 十 ,可 验 


上 Bendixson 方法 给 出 极限 环 存在 及 不 存在 的 充分 


一? 
dg (p> 0) 
呈 二 二 Esinz — Ey 
的 极限 环 . 
蛙 一 XICz;y)， 
解 :0D) 考虑 ] 3 ”其 中 X,Y 在 域 G 内 有 一 阶 连续 
i 3 = Y(z,y), . , 
偏 导数 . nt 


. (iD 车 G 内 存在 有 界 环 形 闭 域 G" ,在 其 内 不 含 方 程 的 奇 点 , 且 
过 GG” 内 的 点 的 解 z 一 <(D ,y= y(D 当 ? 六 加 (< 时 不 离开 
该 域 ; 则 必 有 以 下 两 种 情况 之 一 : 的 、 


，(A) 该 解 为 一 个 闭 轨 线 ; 


《By 该 解 按 正 向 ( 负 向 ) 趋 近 于 G- 内 的 菜 一 闭 角 . 


en 车 G 内 存在 单 连通 区 1 


吉 G* -在 其 内 号 二 中 不 变 导 ， 且 


在 G… 内 的 任何 子 域 上 不 恒 为 0， 则 方程 在 OG"， 内 不 存在 周期 


解 , 从 而 也 不 存在 极限 环 . 
(2) (i) 考虑 上 例 , 对 任意 


7 过 Rs},G” 内 无 奇 点 (7 二 0) 


闭环 域 6 = {(r,0 10 过 RR, 之 
, 且 易 证 当 R < 1,Res >>1 时 过 G 


上 的 点 的 解 当 上 之 加 时 不 离 


G-' ,又 易 证 所 过 点 当 且 仅 当 


r=1 时 为 闭 轨 租 , 从 而 可 得 极限 环 六 一 - 工 


(ii) 考虑 数学 所 方程 ， 易 证 六 + 
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足 


-上 之 0, 应 用 (1) 中 
mm 
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(ii) 可 知 方程 组 不 存在 周期 解 , 从 而 无 极限 环 . 


3 5 构造 的 思想 

构造 思想 是 根据 考察 对 象 的 特征 ， 构造 与 之 相关 且 有 助 于 问 
题解 决 的 数学 模型 ,通过 对 该 模型 的 研究 得 到 原 对 象 相应 的 性 质 . 
构造 的 思想 是 常 微分 方程 中 一 个 重要 的 思想 ;我们 经 常 从 以 下 几 
个 方面 进行 构造 : | 


一 ,构造 函数 (上 映射) 


我 们 往往 用 构造 新 函数 的 方法 来 探究 给 定 函 数 的 某 些 性 质 ， 
如 实现 对 方程 根 的 讨论 ,或 以 导数 为 工具 来 证 明 数 学 等 式 及 不 等 
式 , 这 些 方法 不 仅 体 现在 常 微分 方程 中 ,而 且 也 体现 在 其 他 大 学 数 
学 分 科 中 . 在 常 微分 方程 申 ,一 个 有 别 于 其 他 分 科 的 体现 在 于 经 常 
以 构造 的 函数 为 工具 来 研究 原 方程 解 (未 知 其 至 不 可 求 ) 的 性 质 : 
如 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 , 即 借助 于 构造 一 个 特殊 函数 Y(z,y) ,用 


Vsy) 及 其 全 导数 业 全 22 的 性 质 来 确定 方程 组 解 的 稳定 性 


又 如 在 研究 极限 环 时 ,经 常用 到 后 继 函 数 法 ,这 种 “后 继 函数 ”并 
非 给 出 具体 的 函数 表达 式 ， 但 给 出 了 一 种 对 应 关系 ,并 利用 所 构造 
映射 的 性 质 得 到 极限 环 的 稳定 性 . 

例 1-19 考虑 方程 
Ed =— y+tr(r 十 关 Dy 
y 二 工 十 2(z 十 将 一 1)， 


零 解 的 稳定 性 . 
解 ”方法 一 求 通 解 ， 然后 直接 判断 . 
区 的 寺 休 极 华 你 二 拓 即 令 二 riesgoy = = -rsing 得 
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4 
: 7 一 1), | 三 -eo 
rl ) | Te 


蕊 二 人， 
人 一 上 寺 十 cz 


设 7(0) 二 9000) 一 多, 则 己 全 .所 以 当 (zo,y。) 位 于 
9 . 0 


单位 圆周 之 内 时 , 有 ct < 0, 此 时 轨 线 为 单位 圆 内 非 闭 曲线 , 当 
z 十 co 时 , 轨 线 道 时 针 盘 旋 趋向 (0,0) ;而 当 : -> 一 co 时 , 轨 线 顺 
时 针 盘 旋 趋 于 单位 圆周 ,从 而 (0,0) 为 渐 近 稳定 . 

方法 二 用 V 函数 方法 


构造 丽 数 VCz,y) 一 于 ( 世 十 %), 则 ， 


(19V(0,0) = 0,V(z,y) >0,Cz:y) 天 0 


dV di. 2dy 
dt df Yd 


(让 


(2) 


所 以 当 0 二 zz 十 y 二 1 时 , 吧 坏 0 

综合 (1)(2) 可 知 ,平衡 点 (0,0) ( 即 零 解 ) 为 渐 近 稳定 

分 析 ”由 以 上 比较 可 以 看 出 ,借助 V 函数 分 析 稳 定性 更 为 简 
单 .进一步 地 ,可 能 有 题目 用 直接 的 方法 不 能 求解 ,这 时 ,构造 V 函 
数 方 法 就 愈 发 重要 了 . 

例 1-20 ”考虑 方程 


i 
并 一 2 


2:. 人 0) 
y 一 一 42sinz， 


零 解 的 稳定 性 
解 $V = Fa (1 — cosz), 


则 QDV 定 正 ,(2) 到 二 0. 所 以 原 方 各 鹤 解 稳定 


例 1-21 已 知 工 为 动力 系统 
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zx 一 X(r,y), 
二 构造 
y Yr)) 二 、 构 造 函 数列 


的 闭 轨 ,试用 后 继 函数 法 讨论 其 稳定 性 . 

_ 分析: 过 上 任 一 点 P 作 厂 的 法 线 MPN ,P。 为 法 线 上 任 一 点 ， 
如 图 1-7 所 示 , 并 记 从 Ps 出 发 的 轨 线 再 次 与 MRN 相交 的 点 为 
Pi (要 求 P 与 P 充分 你 近 ), 取 了 为 坐标 原点 , 外 法 线 方向 
为 正 . 


图 1-7 

设 Po 坐标 为 mm ,后 继 点 Pi 坐标 为 1 一 gCm) te 称 为 上 名 
数 ). 令 (no) 二 glxm) 一 mm, 则 有 0) = 0; 易 知 车 0 二 no 二 1 时 ， 
有 hbno) < 0C> 0), 则 工 为 外 侧 稳定 (不 稳定 ); 若 m < 0 且 0 < 
| wo | 一 革 时 ,有 Po) > 之 0(<0), 则 卫 为 内 侧 稳定 (不 稳定 ): 因此 
着 MKO) 一 以 (0) 一 工 一 Mo(0) 一 0,h% 天 0, 则 光合 


hlno) = Bs Om): 村 OL Gn) 


从 而 当天 为 奇数 且 有 中 > (2)0 时 ， 为 不 稳定 (入 定 ) 的 极限 环 ， 
当 为 偶数 时 ,本 为 半 稳 定 的 极限 环 .… . 
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构造 函数 列 (点 列 ) 是 常 微分 方程 中 常用 的 方法 ,该 方法 是 通 
过 构造 函数 列 ( 或 点 列 ) 实现 对 其 极限 函数 (极限 点 ) 性 质 的 讨论 ， 
可 以 解决 的 问题 包括 解 的 存在 性 讨论 及 有 关 函 数 不 等 式 的 证 明 
等 ,构造 方法 应 用 于 前 者 时 ,一 般 使 得 极限 函数 (或 极限 点 ) 即 为 
所 求解 ,应 用 于 后 者 时 , 则 一 般 使 得 极限 函数 为 不 等 式 中 的 主体 函 
数 , 即 满足 给 定 不 等 式 关系 的 函数 . 应 用 构 进 函数 列 的 方法 解决 问 
题 需要 注意 一 点 , 即 往往 我 们 只 能 得 到 极限 函数 (或 极限 点 ) 所 满 
足 的 性 质 ,而 不 能 给 出 其 具体 表达 式 ,这 是 因为 在 构造 函数 列 〈 点 
列 ) 时 ,往往 是 逐步 构造 的 , 即 迭 代 构 造 ,所 以 该 方法 一 般 只 用 于 
定性 的 分 析 . 

例 1-22 ” 简 述 用 Picard 逐次 逼近 方法 证 明 一 阶 微分 方程 解 
的 存在 唯一 性 定理 的 思路 . 

flz,y) 


解 0 仙人 方程 初 全 问题 同 解 于 积分 方程 


y= + Gd 
(2) 构造 逐次 逼近 函数 列 | 
golz) 一 yo， 


Ee Ek flés gr OdEn = 12 


(3) 证 明 {g《z)} 在 [zo 一 hzo 十 h] 上 一 致 收敛 
(4) 证 明 极限 函数 是 积分 方程 的 解 ， 从 而 也 是 原 微分 方程 初 
值 问题 的 解 . 
(5) 用 反 证 法 证 明 叭 一 一 性 . 
例 1-23 .证明 Gronwall 不 等 式 ， 设 为 非 负 常数 ,了 (2) ,g(t) 
为 [a,5] 上 的 连续 非 负 负 函 数 , 且 满足 不 等 式 
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AD Cat | fad eSt<b, 


则 有 Fa < hel ,a 过 tb. 
“证明 .构造 函数 列 


fl) =&k, 和 
f= kt] fm dad,» n= 1,2,. 

具体 写 出 : 
fh 


(= Sl g (sds, 


ft) = #+a| [+f sar eds 


大 六 册 


数学 归纳 法 可 证 

1 = htt i 入 | a], 
所 以 limf, (2) 一 RD 
考虑 函数 列 


(CD 一 丘 (， f(D AD, i 
设 M=" Dax fl), 有 


f(2) fl) 魏 | fd) < 对 elds 


f(D) — fi < [rs fl Jeds 


SY [eejeoa ce], 


2 9 


由 数学 归纳 法 可 证 
3 1 
f(D fl Ee 机 si aa)| ， 


RM ntl 
所 以 fD Eh +t ml) as| 


仿 4 二 oo 得 JCD 过 helow, 证 证 毕 . 

例 工 24 已 知 函 数 Fz) 在 R 上 有 定义 ， 若 存 在 N 0<N<1, 
使 对 住 意 的 ZI 取 z2; 有 | fz) 一 fz2) I[&N | zi — ze 1， 求证 方 
程 x = flz) 存在 唯一 解 . - 

证 明 首先 易 证 (2) 在 R， 上 连续 . . 

- 任 取 因 € RR, 构 造 点 列 {z,} :Tn 一 fz, ),n 二 0,1,2,… 则 
.zi 一 名 4 (zs ) = f(zm) [< Nagel 
AS 六 | i Ti | 
所 以 对 住 意 的 p EN N, 有 
fz —z, [N+ N+ ND) [nl 
p 
一 N zi aa 到 六 | 
易 见 {z;) 为 Cauchy 列 , 从 而 {z) kk, 记 ‘= limz, ' 则 
x = linzws = limf(z,) : fC ), 
即 zx” 为 方程 x 二 f(x) 的 解 . 
车 还 有 也 是 方程 的 解 , 且 工 关 之 " , 则 
ee lel 
NE 

艺 盾 . :4 

综 上 所 述 ; ,方程 二 f(z) 存在 唯一 解 、， 

从 以 上 例子 可 以 看 到 ,利用 构造 函数 列 的 方法 解决 有 关 函 数 
性 质 的 问题 ,从 其 构造 思路 来 看 应 该 是 逆向 的 , 即 由 要 证 明 的 结论 
出 发 ,猜想 可 能 的 函数 列 构造 形式 ,再 通过 具体 的 论述 说 明 极限 鲨 
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常 微分 方程 的 思想 与 方法 人 
二 六 TT) 
数 满足 结论 T(t) 一 (1 — zx)) 
三 、 构 造 方程 (组 ) 令 s 二 0, 得 z(t) 一 x (0)(1 十 xz:(t)), 解 之 ,得 


构造 方程 的 思路 在 常 微分 方程 中 一 般 体现 在 两 个 方面 ,其 一 
是 沿用 了 初等 方程 的 意义 和 特点 , 即 当 原 问题 没有 体现 出 易于 求 
解 的 特点 或 其 中 变量 关系 不 易 分 析 时 ， 我 们 可 以 从 原 问题 出 发 ， 构 
造 初等 方程 积分 方程 微分 方程 或 相应 的 方程 组 ;如 极限 思想 中 
的 例 1-14, 已 知 y(z) 十 y (z) 极限 性 质 ,要 求 y(z) 的 极限 性 质 , 解 
决 方法 中 令 y(z) 十 y (xz)， 即 构造 关于 ylz) 的 未 知 函 训 . .构造 方 
程 体现 之 二 在 于 有 时 为 了 求解 微分 方程 或 求 方程 的 某 些 性 质 ， 我 
们 往往 需 朗 构 造 新 的 方程 ,这 个 方程 称 为 辅助 方程 ,其 形式 癌 以 是 
初等 方程 ,也 可 以 是 积分 或 微分 方程 ,甚至 可 以 是 不 等 式 方程 . 一 
个 体现 比较 明显 的 例子 是 利用 单调 选 代 技 巧 求 方程 解 的 存在 性 ， 
其 中 对 辅助 方程 (为 不 等 式 方程) 解 的 分 析 即 为 比较 定理 ， 而 这 也 
正 是 单调 迁 代 技巧 的 关键 所 在 . 

例 1-25 ” 求 下 列 两 个 微分 方程 的 公共 解 : 

(Dy = y+2z - 

解 ”构造 初等 方程 ee 

2z Et 上 xz 十 好 = y— YY, 

计算 得 解 y 一 到 和 > 开 一 于 一 
ee 

分 方程 中 任意 一 个 验证 ,得 公共 解 为 了 一 了 


例 1.26 求 具有 性 质 z(ssks) 一 关 呈 去 的 珊 歼 z(D， 
1 zz 


X13(2)y = 2z+ 7 tr yy . 


下 知 过 人 0) 存在 .站 
.01 得 区 (0) 二 1 
一 原 等 式 两 边 同时 对 s 求 导 , 有 让 
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arctanz(t) = x (0)t+ ec. 
代入 初 值 条 件 z(0) = 二 0, 得 c 示 ,0, 即 . 
z( = tan(Cz (0)2). 
例 1-27 求解 方程 组 
. zt) = prq y, 
y 2):= g(t)x+ pl ys 
2 其 中 (9( 在 [e, 刀 出 连续 ， 
. 解 两 方程 相 加 ,得 关于 z(9 十 y(2) 的 方程 
z 十 3) 一 (pW) Tq)) z+), 


解 之 ,得 | 
. 元 平 与 一 aa jexcoyecoaa 


两 方程 相 减 ,得 关于 z() 一 y(t) 的 方程 “ 
(zy) = (p(t) — gD) roy), 


解 之 ,得 


zx—y=e, jeco-eolt 
从 而 - 二 
二 工 。 网 Fs djEecp-ioad # 
2 2 
1 [ep+acd 1 eftpecn acd ler 
一 地 一 村 < 
了 2 ciel 2 
是 原 方程 的 通 解 . 


例 1-28 简 述 欧 拉 待 定 指 数 函 数 法 的 再 纶 依据 . 
解 ”一 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 通 解 形式 的 启发 ,寻求 
阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 .. 
工 (z) = x Fax™ 二 2 i 十 csz 一 0 
By 


党 各 分 罕 的 思想 久 坟 法 


形 如 ex 的 解 (2 为 待定 常数 ). 代入 计算 ,得 LEe*] = FG)ex ,其 中 


FO) 人 aiA™! ai 和 a， 
故 e 是 原 方程 解 的 充 要 条 件 为 是 代数 方程 
FC) 二 和 十 qa" 十 十 gs iA 十 as 二 0 


的 解 . 称 该 代数 方程 为 原 方程 的 特征 方程 ,其 根 称 为 特征 根 . 
四、 构造 参数 | 


对 于 方程 F(x,y;y) 一 0, 车 难以 从 中 求解 y 关于 zx,y 的 表 
达 式 ,或 者 即使 可 以 求 出 ,表达 式 也 相当 复杂 , 则 往往 考虑 构造 参 
数 ,以 期 使 方程 变 为 导数 已 解 出 的 形式 . 常见 的 用 该 种 方法 可 求解 
的 类 型 有 :y= f(x, ;z= f(y， OBC ye 0 FlS, ne 
形式 上 来 看 ， 前 两 种 类 型 求解 第 一 一 步 都 是 构造 参数 万 一 全 * 接 下 


MN i 
对 z 求 导 得 p 二 f 十 fp', 后 者 变 为 x = fly,p), 对 y 求 导 得 
= tp 分 别 再 利用 初等 积分 法 得 到 方程 参数 解 . 对 
F(zx,y)=0 和 F(y,y’) 同和 入] 则 需要 针对 具体 题目 的 特 
点 , 引 人 不 同 的 参数 . 

例 1-29 求解 方程 x 十 y3 一 3xy’ = 0. 

解 ” 令 y 一 三 红 , 代 和 人 ,得 


人 A 
1 
从 而 
py 
es dt dr’ 
所 以 Tp Nr 和 
dy _ 过 
-dz dt (1 二)? 
»。36. 
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积分 ,得 
3.,.1+4: 
yt 
所 以 方程 参数 形式 的 通 解 为 
元- 三 3 
1 十 刀 ” 
_3,1+4 
y= Fete 
五 :构造 解 


构造 解 是 指 构造 解 形式 . 站 求解 线性 非 齐 次 方程 y = 
Plz)y 十 .Q(z) 时 ,由 常 数 变 易 法 可 构造 形式 解 y = 


CCz)ajeee( 其 中 C(z) 待定 ). 又 如 求解 高 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方 
程 时 ,若非 齐 次 项 f(z) 为 指数 函数 、 弦 函数 .多项式 函数 及 三 者 乘 
积 的 形式 , 则 可 用 待定 系数 法 求 特 解 ,其 理论 依据 在 于 对 此 种 形式 
的 f(z) 求 导 任意 有 限 次 ,其 形式 仍 保持 不 变 ,从 而 各 阶 导 数 的 线 
性 组 合 也 具有 同样 的 形式 . 
构造 解 的 方法 是 常 微分 方程 中 一 类 比较 特殊 的 方法 ;其 理论 
来 源 我 们 可 以 称 之 为 解 的 结构 的 思想 , 即 从 分 析 某 种 类 型 方程 解 
网 结构 人 手 , 求 出 结构 解 (或 称 形式 解 ) 中 的 待定 量 ( 有 时 是 常数 ， 
也 有 时 是 函数 ). 这 种 方法 之 所 以 在 微分 方程 中 是 可 行 的 ,是 
微分 方程 的 未 知 量 是 函数 ,而 在 以 数 为 未 知 量 的 初等 方程 中 构 关 
滩 的 方法 则 是 不 可 实现 的 . 

例 1-30.= 求解 方程 x 一 2x' 十 z= t 一 3. 

名 特征 根 为 x 二 1 二 重 ) ,所 以 相应 齐 次 线性 方程 通 解 为 
说 区 “z(t) = Cie't Cste'. 
寻求 形 如 (0), 二 和 十 B 的 特 解 ,代入 方程 ,得 _ 

A i 


Yi 


崇 和 
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所 以 原 方程 通 解 为 
X(t) = Cie tCte ttt 


$1.6 级 数 的 思想 


级 数 是 研究 函数 的 一 个 重要 工具 ,在 理论 和 应 用 方面 都 处 于 
重要 的 地 位 . 一 方面 ,可 以 借助 级 数 表示 很 多 常用 的 非 初等 函数 ， 
另 一 方面 ,可 以 将 函数 表 为 级 数 形式 从 而 借助 级 数 来 研究 函数 性 
态 . 继 微分 方程 发 展 最 初期 的 “ 求 通 解 ”阶段 之 后 ,人们 意识 到 求 
微分 方程 有 限 的 初等 函数 或 初等 函数 积分 形式 的 解 往往 是 比较 困 
难 甚至 是 不 可 实现 的 ,所 以 进而 转向 “无 限 形式 ” 解 的 寻求 ,如 级 
数 形式 的 解 . 牛顿 , 莱 布 尼 兹 、 欧 拉 \ 贝 塞 尔 等 人 都 曾 应 用 级 数 解法 
求解 过 一 些 特殊 的 微分 方程 .18 世纪 中 时, 级 数 解 法 开始 在 常 微 
分 方程 解法 中 占据 重要 位 置 . 人 们 之 所 以 重视 这 种 方法 ;当然 首先 
是 该 方法 的 可 应 用 性 ,还 有 一 个 重要 的 原因 是 ,级 数 解 所 表示 的 函 
数 在 数学 物理 中 有 着 特殊 的 应 用 , 另 一 方面 ,从 纯 数 学 角度 来 看 ， 
这 种 解 已 不 是 初等 黎 ,因此 又 可 以 由 此 出 发 通过 解 特殊 方程 来 
构造 特殊 的 超越 函数 . 

本 (4 科 阶 自学 习 和 的 级 人 站 公 妥 于 讨论 二 阶 线 人 分 
方程 


po Ty + plzr)y ty 当 
“相应 的 结论 和 方法 也 可 以 推广 到 高 阶 ， 针对 二 . 阶 方程 的 主要 
结论 如 下 : 
(iD 设 方程 po (z) 交 十 加 (z) 十 palx)y 二 0 中 的 系数 函数 
po《z)sP1(Xz) ,pza(z) 在 区 间 | zx 一 zo | 过 + 可 以 展 成 (z 一 zo) 的 收 
敛 的 寄 级 数 ,上 且 如 (zo) 天 0, 则 该 方程 在 区 间 | z 一 ze j< -内 有 收 


化 的 村 级 数 解 一 CCz 一 zo)", 其 中 Cs 和 C, 是 两 个 任意 常数 
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(它们 可 以 通过 初 值 条 件 确定 ) ,而 C, Cn 之 2) 可 以 从 Ce 和 Ci 出 发 
依次 由 递 推 公式 确定 . 

(ii) 设 方程 po Cz) 十 Pi (zx)y 十 加 (z)y 一 0 中 的 系数 函数 
po《z) ;pi(z) ,te(z) 在 区 间 | x 一 zo | 之 + 可 以 展 成 (x 一 xo) 的 收 
伊 的 者 级 数 , 且 zo 是 po(z) 的 s 重 零点 ,是 p1(zx) 的 不 低 于 s 一 1 重 
零点 (车 ;之 .1) ,是 加 (z) 的 不 低 于 s 一 2 重 零点 (车 :<<2) , 则 该 方 
程 在 区 间 | x 一 zo。 [<<.~ 内 有 收敛 的 震级 数 解 


y= (z— zo) > CCz 一 z)， 
… n=0 


其 中 了 是 某 一 实数 . 
例 1-31 求解 勒 让 德 方 程 
(1 一 zy 2zy 十 zz 十 1)7 一 0， 


其 中 为 常数 . 

解 由 结论 GD 知 , 旋 各 有 各 级 数 解 y 一 习 Cun ,将 该 形式 
解 代 人 原 方程 ,得 | 

SNE ORE DOs + Cn Hk 十 1) (rn 一 k)Ci lz = 0， 


进一步 得 递 推 公式 - 
(十 2)( 才 十 1)Cus 十 (十 有 十 1)(C2 一 开 )Cx 0 = LE 
所 以 有 


Cz = (— 1)™ 


(一 2zz 十 2)…(2 一 2)2(2 十 1)(2 十 3) (nt 2m De, a 
(2m)! 
i 2m 十 1 一 3)(n 一 (nn 十 2) (x 十 人 2 十 2000 ， 
《27 十 1)1 


Cazosl = ( D” 
得 勒 让 德 方程 的 睾 级 数 解 为 

y 六 D3 [Cuz* 十 Caz]. 

上 上 合 中 震级 数 解 又 可 写 为 ?一 am C2) 证 Ciys(z) ,其 中 Cs 和 
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Ci 为 任意 常数 ,而 
yz)=1 2 了 Rs y 
-yz) 一 工 一 pers, 3 
nn—3)n—1)(nt+2) nid), 
有 x 


51 
显然 ,yi(z) ,yz(z) 线性 无 关 , 目 当 为 偶数 时 ,yi(z) 一 P,(z) 为 
?次 多 项 式 ; 当 ?2 为 奇数 时 ,ys(z) = 二 P, (xz) 为 nn 次 多 项 式 , 旦 可 验 
证 , 除 一 个 常数 因子 外 ,P,(z) 可 记 为 统一 的 形式 


(一 1) (2 一 28)1 ,2 
车 t i 
多 项 式 称 为 勒 让 德 多 项 式 , 它 在 表示 方程 的 解 及 数学 物理 方程 
中 有 着 重要 而 特殊 的 应 用 . 
例 132 求 见 塞 尔 方程 zy 十 xy' 十 ( 妇 一 妇 )y 一 0 在 z 一 0 
点 邻 域内 的 震级 数 解 ,其 中 ”为 常数 . 


卫 ,(z) 一 


解 ”由 结论 (ii) 知 , 方 程 有 形 如 y 一 Dos 的 解 。 

将 上 述 形式 解 逐 项 微分 两 次 ,并 代入 原 方程 ,并 比较 的 同 次 
军 的 系数 ,得 

(有 


Gisc, 
5 1)(2 十 2)… ‘Cnt py 


Carr1 0, Co 


所 以 此 时 解 为 
> 人 一 De 


> G2 37k 1 + ID (nt 2) 01 


+ 2 1 


特 = .。: 香 称 
特别 地 ,可 取 C= ej 二 了 "得 角 


。40 。 


Zt 


Cy 
y= 2 ETO TD J,(z). 
(2)r = 二 一 n 之 0 县 不 为 正 整数 时 ， 
(— 1)*Co 
Coit1 OC BEIT Dnt) ntp) 
i 1 
特别 地 ,车 取 Co = Fc 二 十) 得 解 
iy TH 六 
2 渤 
y RTE TT J ,Cz). 


又 易 证 J,(z) 与 J 人 x) 线性 无 关 , 所 以 原 方程 通 解 可 记 为 


y= 7) + a (zr), 


其 中 a ,as 为 任意 常数 ,> 不 为 正 整数 . 


该 例 中 的 J 了 (zx) 与 j-,《z) 分 别称 为 级 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 和 


一 级 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ,而 当 x 为 正 整 数 时 ,J,(z) 与 J-,(z) 线 
性 相关 ,此 时 需要 用 到 其 他 的 方法 ,所 得 的 特 解 称 为 第 二 类 贝 塞 尔 
函数 . ee 电子 学 、 工 程 技 术 及 


天 文学 中 有 着 广泛 的 应 用 . 


0 的 解 . 


2 
例 1-33 证 明 z 二 J oo 4 2 和 FCk? 7)z 
解 ” 令 z= 妨 , 代 入 原 方程 ,得 
.ee 2 
C0 


该 方程 为 4 二 a 时 的 贝 塞 尔 方程 ， 故 有 Hit (z) , 代 回 原 变 量 , 得 


原 方程 的 解 xz = J。 > 


1 dz :| 


itd. 


、 Cd ie ‘| 
例 1-34 证 明 几 好 十 各 时 十 刀 w 一 0 可 化 为 和 1 


( 尼 一 要) 一 0 的 形式 ,并 南 此 证 明 sint'cost 是 打 二 (0 与 (5 二 人 
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的 线性 组 合 . ， 
证 明令 mw = t, 代 人 原 方程 ,得 - - 


了 dz ol dz 苦涩 
十 (2s 十 a)t [sz 1) tas tPF] z= 0. 


取 2s] ee 
Qe Td 
dd 

该 方程 为 贝 塞 尔 方程 , 故 有 解 J.( 毕 ),J-。.(&). 现 取 a 一 0, 即 


a 二 去， 得 及 (好 ) ， Te) 是 方程 的 解 . 代 : 癌 原 变量 ,得 wi 一 


3 i 一 何 3 (kr) 是 方程 的 解 容易 验证 sint,cou 是 方程 
二 了 十 四 一 0 9 的 角 ， 因此 sint, cost 可 表 为 后 0 的 线 


， 


级 数 的 思想 体 现在 常 微分 方程 中 ,不 仅 是 于 解 某 些 方程 ; , 迹 可 
以 用 于 讨论 方程 的 性 质 ,如 在 利 用 逼近 函数 列 方法 证 明 解 的 存在 叭 一 
性 时 ,我们 就 是 利用 构造 函数 项 级 数 的 方法 讨论 所 构造 的 函数 列 的 一 
致 收敛 性 ,进而 得 极限 函数 所 满足 的 性 质 ,从 而 证 得 解 的 存在 性 . 

应 用 级 数 方法 求解 微分 方程 , 需 注 意 必 须 验证 结论 的 条 件 , 即 
关于 系数 函数 解析 的 要 求 ,如 一 阶 微分 方程 初 值 问题 


dy LITT 
dr 'z Es 

I -03 
假设 有 等 级 数 解 y 一 Giz 十 Qez? 十 … 
Ci = C1 一 1, 矛盾 . 


: 代 人 友和 并 比较 系数 ,有 


7 人 的 思想 


所 谓 化 归 , 是 指 通 过 一 定 的 变换 址 转化 ,将 -- 般 化 为 特殊 ,将 
。42 .3 


第 一 章 . 常 微 分 方程 中 体现 的 数学 思想 


复杂 化 为 简单 ,从 而 用 特殊 的 简单 的 方法 解决 一 般 的 复杂 的 问题 . 
利用 化 归 的 思想 解决 问题 的 基本 步骤 是 通过 合适 的 化 归 , 将 原 问 
题 化 为 易于 求解 的 问题 ,然后 应 用 一 定 的 数学 方法 和 技巧 求解 该 
问题 ,最 后 通过 逆 化 归 得 到 原 问 题 的 解 . 化 明 方 法 的 基本 息 想 如 图 
1-8 所 示 . 


a 


待 求 问题 化 归 可 求 问题 
' 了 中 = 
| 
+ 
待 求 问题 的 解 - 逆 化 内 可 求 问题 的 解 


1-8 

化 归 方法 的 核心 即 简化 和 转化 . 简化 是 指 通过 分 析 和 抽象 等 
过 程 ， 抓 住 问题 的 本 质 ,而 转化 则 指 通过 一 定 的 “映射 "实现 原 问 是 
的 等 价 变形 以 期 易于 求解. 
;化 归 思想 在 常 微分 方程 中 的 体现 可 用 一 句 话 来 概括 ,即将 不 
易 求 解 或 不 易 直接 探讨 其 性 质 的 微分 方程 转化 为 易于 求解 或 易于 
探讨 其 性 质 的 方程 ,该 方程 有 可 能 是 微分 方程 ,也 有 可 能 是 积分 方 
程 或 代数 方程 . 例如 在 利用 初等 积分 法 求解 简单 的 微分 方程 时 ,我 
们 就 是 运用 化 归 的 思想 ,将 不 同形 式 的 方程 转化 为 两 端 可 积分 的 
形式 ;又 如 在 求证 一 阶 微分 方程 解 的 存在 性 时 ,我们 首先 将 微分 方 
程 转化 为 同 解 的 积分 方程 ,目的 在 于 易于 构造 逼近 列 的 形式 ,进而 
得 解 ; 再 如 求解 形 如 M(z,?)dz 十 N(Cz,?)dy 一 0 的 方程 时 ,如 果 


又 有 3 , 则 由 数学 分 析 的 知识 得 wz, 一 | Mx, yo) dz 


a N(z,y)dy 一 C 为 方程 的 通 解 ， 自考 红 过 红 ,各 以 通过 
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IR pe 得 可 放生 加 名 的 从 当 徽 信友 各 
例 1-35 . 下 仙人 人生 < 


(D+) 


dy grt3y 1 
并- 3z 十 2y 一 4” 
dy_ 工 (2z2 十 3 吧 一 7) 
dz yl(3z:+2y et 


一 解 (1) 因 为 右 端 项 为 之 的 显 式 函 数 ;所 以 可 以 引进 变换 


(3) 地 


“过 则 方程 可 化 为 
du 


- i je 
4 二 0 显然 是 解 ;车 w 关 0, 利 用 分 离 变 量 法 , 求 积分 得 - ~ -- 
&(Z) 一 一 


“天 反 [ 填 安 


代 回 原 变量 ,得 解 一 0 和 3 一 一 二] 二 z- 
(2) 该 方程 右 端 项 中 车 没有 常数 项 ， 则 易 写 为 的 显 式 本数， 
可 用 (1) 的 方法 求解 ,所 以 首先 的 工作 应 是 利用 尽量 简单 的 变换 去 


掉 常 数 
2238 一 1 一 0 
0 
解 得 区 ， 
一 ao 一 2 0 
2 {2 - > 四 R 
一 X 十 2， 
作 变 换 |,_y_1 原 方程 化 为 
» 44 。 
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令 4 一 鞭 ,得 变量 分 离 方 程 ,两 端 积分 ,得 


(ut Diu—1) =X ， 


(y+z— DICy—zt+3) ?=(r—2)’. 

(3) 该 方程 较 之 (2) 更 为 复杂 ,但 注意 到 右 端 项 中 多 次 出 现 
ZY; 而 xz，y 又 都 是 单独 出 现 的 ,所 以 仍 可 以 从 化 归 的 角度 看 ， 
将 方程 化 为 关于 x? ,y 的 新 方程 . > 
令 下 一 和 , 凡 一 了 ,可 得 

d¥ _ ydy—_ 2X+3Y—7 


dX xzdz 3X+2Y—8’ 
再 由 类 似 (2) 的 思路 , 作 两 次 变量 变换 , 解 之 ,并 代 回 原来 变 


量 , 得 


| (z+y tr y=1. 

分 析 ”利用 转化 的 思想 解决 问题 ,往往 是 首先 在 形式 上 初步 
判断 要 转化 的 目标 形式 ,再 进行 细致 分 析 , 而 目标 形式 的 要 求 不 外 
乎 两 个 :其 一 ,必须 与 待 求 解 的 问题 相关 , 即 可 行 性 ;其 二 ,必须 是 
我 们 所 较为 熟悉 的 易 求解 的 问题 , 即 可 解 性 . 

例 1-36 分 别 用 直接 解法 和 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 方程 
z+2x 十 2z 一 2e8 
Xx(0)=0,x (0)=0. 


和 方程 组 
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解 :C1) (A) 直接 解法 


该 方程 的 特征 根 为 1 一 一 1 和 4 二 一 2, 所 以 相应 齐 次 线性 生 


分 方程 的 通 解 为 


Z=ae ‘tce ™. 


寻求 原 方程 形 如 a 二 Ae 的 特 解 ， 人 和 4 一 击 - 所 以 原 


方程 的 通 解 为 
z=cie +c Ss 
代入 初始 条 件 ,得 ci 二 去 ,ce 一 总 . 故 方程 解 为 
ee 
(B) 拉 普 拉 斯 变换 法 
设 L[z(2] 一 X() ,对 方程 两 端 同时 进行 拉 普 拉 斯 变换 ,得 
XO HD G+2) = 


求解 ,得 


X(s)= 2 = 2 2 


GTI CT 30TF) tata + 100 3a)’ 
对 上 述 解 进 和 es 得 , 
(GD 一 一 去 e- 十 二 ee 十 二 er 
(2)(A) 直 接 解法 
3 5 
记 4= ,网 一 上 
| ee] 
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Cos5t sin5t 


—sin5t cos5z 


] ,和 六 全 


公式 ,得 : 
cos5t -sin5t ||0 
x(t) = a 


—sin5t cos5z 


t cos5(t—s) sin(i—s) ||e” 
a | es ds 
0 -[— sin5(#—s) cos5Ci—s) 


—sin5t cos55 十 cos5tsin5s 


二 sin5t 汪 "| i. | .cos5g cos5t 十 | 
一 ee es| e 
COS5E 9 


1 人 
2 


4 (46cos5t—4sin5t—5e*) 

(B) 拉 普 拉 斯 变换 法 

首先 将 方程 写 为 分 量 形式 
ZX1=3z1+5zx: te , 
2 一 一 5zl 十 3zz; 
Xx1(0)=0, 
Zz2(0)=1» 


令 闷 (DO 一 rm]， Xa(s) 一 工 Lza (2)] ,得 
四 “(SX Cs) 3X1(s) 十 5X2(s) 十 也， 
5SXa (3) 一 1 一 一 5X1(s) 十 3X?(s)， 
该 代数 方程 组 ,得 


5 
A 4 Cs Tt Gat 4 站 


和 
中 5 5 _1 ] 
A ee 
对 上 述 解 进行 拉 普 拉 斯 逆 变 换 , 得 
x1(2) 站 [4cos5z | 人 4e 


一 由 


J] 


i SE 和 Uae 一 引 
zz (i) =F1e [46cos5 4sin5t 一 5e 


J 
。 47 ， 


分 析 拉 普 拉 斯 变换 法 是 求解 常 系数 线性 微分 方程 的 一 个 特 
殊 而 重要 的 方法 ,其 基本 思路 在 于 用 拉 善 拉 晰 变换 将 微分 方程 
和 化 为 代数 旋 程 的》 求知 解 ? 生 通过 拉 普 扫 逆 变 换 得 到 原 方 
程 的 解 . 如 图 1-9 所 示 . 


玉生 


例 1-37 求 初 值 问题 


dz 
1 二 zz? 9 


(0) 一 0:z'(0) 一 1 
的 第 三 次 近似 解 . : 
解 令 z( 必 二 zx() ,zz(2) 二 x (1), 则 原 问 题 可 化 为 与 之 等 
价 的 一 阶 初 值 问题 


2 一 za， 
2 一 弓 十 好 ， 
Zi(0) 一 0， 
Za(0) 一 1， 
从 而 可 以 用 构造 逼近 列 的 方法 ,得 一 
es te a 
Cs EE s+ 十 2 f 


| 1 
er 
»。 48 。 
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zCD 一 十 兰 纪 . 


分 析 ”高 阶 微分 方程 没有 一 般 的 求 通 解 的 方法 ;同样 地 ,对 于 
高 阶 微分 方程 初 值 问 题 ,也 没有 求 近似 解 的 一 般 方 法 ,但 我 们 可 以 
将 高 阶 方程 化 为 一 阶 微分 方程 组 ,进而 用 逐次 迁 代 的 方法 求解 


例 1-38 求解 伯 努 利 方程 符 十 p(z)y 一 4Cz)y ,其 中 >1 
为 正 整数 . 
- 解 “方程 两 端 同时 乘 六 ,得 


yy pe) (na), 


i 
汪 dx- ~ 
i 上 式 为 关于 z(z) 的 一 阶 线性 微分 方程 ,可 用 常数 变易 法 求 其 
通 解 为 


z(z) 一 [c+ ET | soe i 
代 回 原 变量 ,得 


yz) 一 xz 证 一 es awfane riords]e i 


的 下 (1- dC 


例 :1-39” 若 已 知 李 卡 第 方程 和 一 p(T) 1 tal(z)ytr(z) 


(p(x) wg(z),r(z) 在 区 间 了 上 连续 , 且 pLz) 尖 0) 的 一 个 特 解 为 


了 一 二 g(xz) , 求 方程 通 解 . 
解 令 y= uu 十 p(x), 得 


和 十 色 plz) Ea + 2p(z)x tg Ce | g(x) [ut pr) ir(z), 


因为 y 二 p(x} 是 原 方程 的 解 , 所 以 上 式 可 化 为 
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[png to jut pn. 
该 式 为 关于 uz) 的 伯 努 利 方程 ,可 按 例 4 六 法 冰 入 eS 


§1.8 定性 分 析 的 思 起 


从 十 埃及 时 代 开 始 ,人 们 就 尝试 方程 来 表达 和 求解 几 个 量 
之 间 的 关系 . 17 世纪 , 随 着 微 积 分 理论 的 发 展 和 对 物理 现象 研究 
的 逐步 深入 ,人 们 开始 用 微分 方程 来 描述 变量 间 的 关系 . 对 于 微分 
方程 ,在 很 长 一 段 时 间 内 ,各 国 数学 家 都 将 重点 放 在 如 何 用 初等 积 
分 法 求 微分 方程 的 初等 函数 解 或 初等 函数 积分 形式 的 解 , 但 初等 
积分 法 仅 适用 于 某 些 特殊 方程 ,特别 是 1841 年 , 刘 维尔 证 明了 即 
使 是 形式 上 很 简单 的 李 卡 蒂 方程 ,也 无 法 用 初等 积分 法 求解 ,这 就 
促使 人 们 寻求 别 的 解决 方法 . 19 世纪 ; 算 子 方法 和 拉 普 拉 斯 变换 
方法 的 提出 ;为 人 们 寻找 微分 方程 级 数 形式 的 解 提供 了 理论 基础 ， 
但 所 有 这 些 方法 都 仅 用 于 某 些 特殊 方程 ,而 对 于 一 般 的 微分 方程 
并 没有 行 之 有 效 的 求解 方法 . 19 世纪 80 年 代 , 庞 加 菜 在 研究 ， 体 
问题 时 发 现 了 原 有 方法 的 局 限 性 ,进而 开始 着 手 从 方程 形式 出 发 
来 判断 解 的 性 质 ,并 以 此 为 基础 进一步 建立 了 微分 方程 定性 理论 
的 基本 框架 . 从 此 之 后 ,定性 理论 得 到 了 很 大 的 发 展 ,并 逐渐 成 为 


微分 方程 的 一 个 重要 分 支 和 研究 方向 . 从 某 种 程度 上 来 说 ,定性 理 


论 在 微分 方程 这 门 学 科 的 发 展 完善 和 现实 问题 的 解决 中 所 起 的 作 
用 远 远大 于 初等 积分 法 求 通 解 ， 这 不 仅 是 因为 两 者 适用 范围 大 小 
近 异 ,更 是 因为 在 许多 现实 模型 中 ， 我 们 往往 没有 必要 花 太 大 的 气 
力求 解 的 精确 形式 (甚至 近似 解 也 不 需要 )， 而 只 需 了 某 个 系统 解 
的 存在 性 、 唯 一 性 、 有 界 性 、 稳定 性 等 ,这 些 也 正 是 定性 理论 所 要 研 
究 的 内 容 .下 面 我 们 看 几 个 定性 分 析 的 结论 和 例子 .  ” 

例 1-40 简 述 二 ~ 阶 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 及 解 的 延 

。，50 。 


展 定理 ,并 证 明和 一双 十 2 的 任 一 解 的 存在 区 间 都 有 界 . 
解 〈1) 若 zy) 在 矩形 域 D= (zy):1z 一 a| 坟 oa， 
|y 一 yo | 志 5} 上 连续 且 关 于 y 满足 利 普 希 兹 条 件 , 则 
| 人 
yz0)= yo, 
存在 唯一 的 连续 解 ?一 pg(z) ,TELzxo 一 hxo 十 hj]， 其 中 
h=min(as Ws M= mag, f(r. 
(2) 车 f(z,y) 在 有 界 区 域 D 中 连续 且 在 D 内 关于 y 满足 局 
部 的 利 普 希 兹 条 件 , 则 ， 
= f(r, | 
yzT0)=y (zo,y0) EintG) 
的 解 7 一 pz) 可 向 左右 延展 ,直至 [zr9(z)) 任 意 接近 区 域 的 
边界 . 


(3) 由 解 的 存在 唯一 性 定理 知 ,该 方程 过 平面 上 任 一 点 
Po (zo yo) 的 解 均 局 部 存在 唯一 , 记 'y 人 
知 ,该 解 可 延展 至 无 限 远离 Po. 

设 ? 一 7(z? 的 右 行 解 最 大 存在 区 间 为 i 
(之 zo0)j, 则 : 

若 凡 委 0, 显 然 六 为 有 限 区 间 ; 

车 久 污 0, 则 存在 加 :0<m < ,从 而 ?一 /2) 在 [z ' 包 内江 


屁 方 程 和 一 悦 十 宛 , 所 以 入 六 可 十 交 (<zS 色 )， 即 再 革 广 >1， 


对 该 不 等 式 从 = 到 二 积分 ,得 _ 
fe ) -arctan TC > Zi1>0. 


上 | arctan 
1 


Se 
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从 而 


x Erp ). 


Ls TI 
得 久 为 有 限 数 , 即 三 为 有 限 区 间 . 
同 理 可 证 ,方程 左 行 解 的 最 大 存在 区 间 也 有 办. 原 结论 得 证 . 


例 1-41 几 个 二 阶 微分 方程 边 值 问 题解 的 存在 性 结论 
〈1) 考 虑 边 值 问题 


re :xEI=[a,6], 


入 | (=au(a) tBu(a)=0, 

Ra (4) =aru(b) tBulb)=0, 
车 满足 以 下 条 件 : 
(Dp EC DD ,pz)>0,g(x) ECOD) ; 
GD 十 忆 取 0,@ 十 度 尖 03 | 
Gig(rz) ECOD:; 


(iv) 相应 


零 解 . 

_ 则 原 边 值 问题 存在 唯 -- 解 .， . 

(2) 考 虑 边 值 问题 2 
Es FE ee 和 
Ri;(u)=R,(u)=0 

其 中 工 ,Ri,Rs, 同 (1) 中 定义 , 若 满 足以 下 条 件 

YDplz) EC DD, p(x)>0,9(7) ECD ,gros 

Cm >0,8 <0,0 tAR>0,0s0, B00 十 民 >>0; 

(ii f(r) E CR ;R* )(R+ =[0, 十 co))， f(0)=0; 


(ir) 相应 的 奇 次 边 信 问题 A 


RCQERGD=0 全 
零 解 ; JR 


站 的 奇 次 次 边 值 问题 一 Lu= 0,zE TIT 一 [os] 让 
Ri(w) =—Rs(w) =0 全 


。52 。 


SR 


第 一 章 。 常 微分 方程 中 体现 的 数学 思想 


(Vv) 存在 常数 a;8:0 过 a,;8<<1, 使 得 
0< lim A +o0, 0 了 环 信 一 十 ce. 


Pe 
0,Y rE (a,b). 
= (3 考虑 帮 参数 的 初 值 问题 
一 1Lz 一 了 xz))zET 一 fat, 
Ri(u)=R,(u)=0, 
其 中 工 ,Ri,R; 后 同 (1) 中 定义 ,车 (2) 中 条 件 (i) 一 Giv) 满 足 , 且 又 有 


£0, lim FL =—0,0<lime+ f(D) E+. 


个 解 pg (xz), 且 pg(z) > 


Cv) lm 


网 对 任意 的 N>6 存在 v 心 0 使 对 任意 的 AiO<h<o, 原 边 人 
问题 至 少 存在 两 个 不 便 为 零 的 非 负 解 gn C(x), W? (x), 且 
max gs (7)>N. 村 

例 1-42 考虑 自治 系统 

一 户 (zlyzz)， 
一 户 (zyzz)， 
若 在 某 个 D 上 存在 正 (全 ) 定 而 数 Vx 六 且 它 关于 该 


统 对 4 的 全 导数 六 在 D 上 为 常 负 ( 正 ) 函 数 , 则 该 系统 零 解 稳定 . 

例 1-40 是 一 阶 微分 方程 初 值 问 题 存在 唯一 性 结论 , 例 1-4 
是 二 阶 微分 方程 边 值 问 题 常用 的 解 的 存在 性 结论 , 例 1-42 是 自治 
系统 零 解 稳定 性 的 判定 结论 ,以 上 结论 都 是 从 方程 本 身 特点 出 发 
通过 对 方程 本 身 的 性 质 要 求 , 得 解 的 存在 性 、 唯 一 性 或 多 解 性 ,| 
负 性 、 有 界 性 ,稳定 性 等 性 质 . 而 目前 微分 方程 理论 研究 的 一 个 
要 分 支 就 是 对 解 的 性 质 的 讨论 ,常见 思路 是 通过 对 实际 问题 的 模 
型 化 得 微分 方程 ,进而 通过 解 的 研究 的 基本 结论 及 常用 技巧 (如 
不 动 点 指数 理论 .单调 迭代 技巧 等 ) 得 解 的 性 质 ,最 后 返回 应 用 ， 
定性 理论 为 更 好 更 准确 地 了 解 和 研究 现实 世界 指明 了 方向 . 如 

»。53* 
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V. Lakshmikantham 在 “Monotone Iterative Technique for Delay 
Differential Equations? 一 文中 利用 单调 迭代 方法 给 出 了 形 如 
uC = fut) yu), 
bE 
的 泛 函 微分 方程 解 存在 的 充分 条 件 ; 翁 佩 营 、 蒋 达 清 在 (奇异 二 阶 
泛 函 微分 方程 边 值 问题 的 多 重 正解 》 文中 , 利 | 不 动 点 指数 理论 
给 出 了 


ay(z)—Py (zr)=é(z) ,ea<Sz< 委 0， 

yy(z) 十 8y (zr) =p(z) 1<z<5 
多 重 正解 的 存在 性 ; ; 张 凤 琴 、 马 知 思 等 在 ( 带 参数 的 一 阶 脉冲 微分 
方程 边 值 问题 一 文中 得 到 了 单 边 李 普 希 兹 条 件 下 ， 方程 . 

‘(0) = ft) ,NET ,Eh, 


人 十 r(z)7Cy(Ce(z)) 一 0 ,0<z<1 8 


Vr (tx)= (z(t) A k=1,2,°,p, 
z(0) 一 zo,G(z(T) ,A) =0 
解 的 存在 性 . 

例 1-43 证 明 方 程 Tt) + pz Ct) 十 qz(t) 二 f(z) (其 中 p,g 
为 已 知 常数 ) 至 少 有 三 个 线性 无 关 解 , 且 任 何 解 都 可 以 由 它们 线性 
表 出 , 且 系数 之 和 为 1 ， - : , 

证 明 相应 奇 次 线性 方程 (2) 十 pz (2) 十 gz(z) 一 0 有 两 个 
线性 无 关 解 , 记 为 z1 (1) ,zz (2). 设 原 方程 一 个 特 解 为 z (2), 则 
A 上 且 易 证 三 者 线 
现 考 上 方程 的 任 -- 一 解 z(2) , 必 存 在 常数 Ci ,C; ,使 得 

X(t)— zo(t)=Cr1(t) + Cz (£),, 


所 以 : 
之 (人 一 2 C0) +Ci z(t) Crslt) 
=C0 (z(t) ,+ Cz lt) z(t)) 
全 看 帮 
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十 (1 一 如 一 Cz)zo(t。 

原 结 论 得 证 . 

例 1-44 设 z=xi(t),z 二 xz(t) 是 方程 好 ( 切 十 zt 一 0 分 别 
满足 初始 条 件 z(0) 二 0,x'(0) 二 1 和 x(0) 二 1,x’(0) = 二 0 的 解 , 试 
不 具体 求 出 zi1(t) 和 zz (2) ,而 直接 证 明 

dz: (2 

(0) ~ | 


2 Z1(0); 


CDZzI 2) ri) =1; 
(iii)zz (2) 有 零点 ; 
(iv 车 以 < 表示 zo 人 在 正 半 轴 上 的 第 一 个 零点 , 则 zi ( 忆 和 
Zzz《t) 都 是 以 4a 为 周期 的 周期 函数 
证 明 (iD 因为 xz1 (8) 十 z1(2) 二 0, 所 以 z(t) 十 z(t) 二 0. 
即 z1'(2) 也 是 原 方程 的 解 , 且 满 足 初始 条 件 zt'(0) 二 1,z1” C0) 二 
一 Zz1(0) 二 0. 同 理 ,z。'(t) 也 是 原 方程 的 解 , 且 满 足 初始 条 件 zx， (0) 
0,z2” (0) 2x2 (0) 1. 由 解 的 唯一 性 知 x1” (1) = zz (2)， 
Zs (2) 二 一 zx1(2). 得 证 . 
Z(t) Zz(t) 
EM 2 (£) 
-|x 人 
zz (2) 
由 Liouville 公式 知 
WD We he —WO)——1 
即 .z+zxi()=1. 
《ii 由 (ii 的 结论 知 zx? (2) 十 z(t)= 二 1, 其 几何 意义 为 轨 线 是 
; 故 zz(t) 必 有 零点 . 
(iv) 考 虑 到 a 是 x;《z) 在 正 半 轴 上 的 第 一 个 零点 ,结合 (ii) 的 
结论 ,有 zi (ao) 一 1, 从 而 


《ii 厂 ( 蕊 一 


一 一 [zi (2)+ z(t)], 


x1 (o) 一 zz(a) 一 0,zz (a)=—zi (0) 1. 
Re 


考虑 函数 z(t 十 a) 一 zz (2)， 
[zt 十 o) 一 za (=z (to) z= — Pz (te) — z(t)], 
zi(0+a)—zx2(0)=0, 
x1 (0+o)—z’ (0)=0. 
由 解 的 唯一 性 知 ,zi(t 十 a) 一 x2(《2) 夺 0, 即 z(t 十 a) 二 
同 理 可 证 zz (十 o) 一 一 二 ( 切 , 从 而 
Zz1(2) at 十 a)》 (ti 十 2a) 一 Za(t 十 3) 一 zt 二 4a)， 
即 zi (以 4c 为 周期 . 同 理 可 证 zs(2) 也 以 4c 为 周期 . 
在 实际 问题 模型 化 的 过 程 中 ,往往 需要 简化 和 近似 ,而 且 方 程 
中 某 些 系数 和 相关 的 初 值 条 件 也 往往 需要 测量 获得 ,从 而 不 可 避 
免 地 存在 误差 ,因此 ,研究 方程 定性 理论 时 不 应 只 着 眼 于 一 个 孤立 
的 方程 ,而 还 应 考虑 包含 该 方程 在 内 的 与 之 “邻近 ”的 一 族 方程 ,从 
定性 分 析 的 角度 来 讲 , 即 考虑 解 关于 初 值 及 参数 的 连续 依赖 性 , 解 
的 稳定 性 及 分 支 结构 等 


31.9 数学 建 模 的 思想 


在 利用 数学 知识 解决 实际 问题 时 ,需要 用 到 数学 建 模 的 思想 . 
数学 建 模 即 通 过 调查 、 收 集 数据 、 资 料 ,观察 和 研究 其 固有 的 特征 
和 内 在 的 规律 , 抓 住 问题 的 主要 矛盾 ,运用 数学 的 思想 、 方 法 和 手 
段 ,对 实际 问题 进行 抽象 和 合理 假设 ,创造 性 地 建立 起 反映 实际 问 
题 的 数量 关系 , 即 数学 模型 ,然后 运用 数学 方法 辅 以 计算 机 等 设备 
对 模型 加 以 求解 ,再 返回 实际 中 去 解释 、 分 析 实 际 问 题 ,并 根据 实 
际 问 题 的 反馈 结果 对 数学 模型 进行 验证 \ 修 改 ,并 逐步 完善 ,为 人 
们 解决 实际 问题 提供 科学 依据 和 手段 . 

常 微分 方程 是 与 现实 生活 联系 非常 密切 的 一 门 学 科 , 在 该 学 
科学 习 中 渗透 数学 建 模 的 思想 主要 体现 在 两 个 方面 :一 是 运用 常 


微分 方程 的 基本 概念 、 基 本 理论 和 基本 方法 描述 并 解释 现实 现象 ， 
。56 。 
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二 是 将 某 些 数学 结论 还 原 为 其 物理 实际 , 即 用 现象 来 解释 理论 . 其 
中 前 者 是 解释 实际 的 需要 ,后 者 则 是 理解 理论 的 一 个 手段 ,两 者 互 
相 促 进 ,又 互 为 前 提 . 
常 微分 方程 建 模 与 一 般 数学 建 模 的 差别 在 于 其 中 构造 的 变量 
往往 是 连续 的 ,考虑 该 连续 变量 的 变化 率 与 变量 本 身 及 其 他 变量 
之 间 的 关系 即 为 常 微分 方程 建 模 

例如 我 们 常见 的 一 阶 微分 方程 zx (4) 二 f(z;z(t)), 其 意义 在 
于 表示 某 事物 :时 刻 的 变化 率 (z (1)) 依 赖 于 时 刻 (t) 及 该 时 刻 的 
状态 (z(z)), 而 滞后 的 微分 方程 z (1) 二 了 (t,x(i 一 z))(r>0) 表 示 
t 时刻 的 变化 率 (x (2)) 不 仅 依赖 于 时 刻 (1) ,还 与 :一 + 时刻 的 状态 
z(t 一 区 有关. 当然 ,我 们 也 可 以 考察 更 为 一 般 的 滞后 型 泛 函 微分 
方程 x 二 了 f(z,z,) ;其 中 zx 二 z(t 十 扩 , 一 r 才 9 所 0, 该 方程 表示 z 时 
刻 的 变化 率 (zx (1)) 依 赖 于 时 刻 (2) 及 该 时 刻 前 推 至 :一 + 时 刻 这 一 
段 时 间 内 的 状态 . 

又 如 杆 的 次 曲 问题 ; . 
y+AQ(z)y=0, 
y(0)=0,y(D=0, 
其 中 y 二 y(z) 表 示 杆 的 中 心 轴线 ,Q(z) 表 示 杨 氏 模 数 与 惯性 距 乘 
积 的 倒数 ,4 为 压力 参数 . 相应 于 不 同 的 参数 , 欲 直接 求 方程 相应 
不 同 的 解 比较 困难 ,但 若 联系 物理 背景 ,显然 地 有 : 当 》 比较 小 时 ， 
杆 不 会 弯曲 , 即 边 值 问 题 只 有 零 解 ; 当 4 逐渐 增 大 时 , 杆 会 弯曲 , 即 
边 值 问 题 有 非 零 解 . 这 时 ,我 们 尽管 不 能 求 出 具体 解 的 形式 ( 即 杆 
的 弯曲 曲线 ) ,也 不 能 求 出 当 ) 具体 为 何 值 时 才 会 出 现 非 零 解 ,但 
毕 竞 可 以 从 大 的 方向 上 检验 理论 分 析 的 结果 ,从 而 在 解决 某 些 定 
性 问题 时 起 到 事半功倍 的 效果 . . 

例 1-45 有 一 表面 为 旋转 曲面 的 镜子 , 问 当 其 具有 怎样 的 形 


状 时 ,才能 将 所 有 平行 于 其 轴 的 射线 反射 到 坐标 原点 ? 
解 ”将 旋转 轴 取 为 x- 轴 ,由 对 称 性 ,光线 反射 后 集中 点 必 在 z 
。57 。 
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轴 上 , 取 该 点 为 坐标 原点 ,如 图 1-10 所 示 . 


~ 


图 1-10 
设 曲面 的 母线 在 zxOy 平 面 上 方程 为 y= 二 了 f(z), 在 其 上 任 取 一 


点 MM(z,y), 过 点 M 作曲 线 的 切线 NT. 由 光 的 反射 定律 知 
MNO 一 人 NMO, 从 而 


人 
求 其 通 解 为 
=c(c+2z). 

ee 以 它 的 任意 一 条 曲线 为 母线 ， 
绕 xz 轴 旋转 所 得 的 旋转 抛物 面 均 可 将 平行 于 z 轴 的 光线 全 部 反 
射 到 焦点 上 . 

例 1-46 设 在 水 平 桌面 上 有 一 长 度 为 7 的 均匀 钢 条 ,在 两 端 
施加 大 小 为 p( 之 0) 而 方向 相反 的 一 对 水 平 压力 ,如 图 1-11 所 示 ， 
试 分 析 钢 条 的 弯曲 情况 . 
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分 析 由 生活 经 验 , 我 们 知道 , 当 压 力 p 很 小 时 , 钢 条 不 会 发 
生 弯 曲 , 而 当 压 力 逐 渐 增 大 并 超过 某 一 临界 值 po。 时 , 钢 条 则 会 
弯 We 


解 ” 由 分 析 得 钢 条 在 s 点 离 桌面 高 度 函 数 y 一 y(s) 满 足 非 线 


性 方程 ; 
dy py 1_ cdyy:— 
J 1 定 1 2 0， 
-[yC0)=0,y0)=0. 


其 中 B 表示 钢 条 的 刚度 .. 用 线性 近似 的 方法 求解 ,得 存在 临界 
压力 


=(F)")B, 
(1) 当 p 过 po 时 , 钢 条 不 弯曲 ,而 当 bp 之 po 时 , 钢 条 发 生 弯 曲 ; 
(2) 当 p 二 po 时 ， 非 零 解 不 唯一, 即 钢 条 的 这 形状 不 确定 ; 
(3) 当 p 之 po 时 , 钢 条 不 弯曲 . 
联系 力学 事实 结论 (1) 符 合 实际 ,而 (2)(3) 不 符合 实际 ,出 现 


E 这 种 情况 的 原因 在 于 线 性 化 方法 有 一 定 的 局 限 性 . 


从 广义 上 来 讲 ,一 切实 际 问题 与 数学 之 间 联 系 的 桥梁 都 可 以 
称 为 数学 模型 ,数学 模型 化 方法 (Mathmatical modeling method) 
要 求 抓 住 实际 问题 的 本 质 , 科 学 地 抽象 出 各 个 变量 间 的 关系 ,并 用 
数学 语言 对 其 进行 描述 ,然后 用 数学 方法 求解 ,最 后 将 数学 解 与 实 
际 问题 相 联 系 给 出 解释 . 其 中 关键 在 于 找 出 各 变量 间 的 关系 ,并 使 
得 模型 尽 可 能 简练 

例 1-47 有 一 渡轮 从 江 边 一 点 A 出 发 要 滤 过 宽 为 4 的 江 , 设 
渡轮 在 行驶 过 程 中 始终 对 着 A 点 正 对 岸 的 B 点 航行 .已 知 水 流速 
为 ,渡轮 在 静水 中 的 速度 为 w (wm 过 ww). 求 该 渡轮 渡 江 的 运动 
轨迹 方程 

解 取 人 点 为 坐标 原点 ,取水 流 方向 为 = 轴 正 向 ,建立 坐标 
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系 . 如 图 1-12 所 示 . 


7 py 
Moy) 六 es 
O04) 
图 1-12 
任 取 轨 线 工 上 任 一 点 M(z,y) , 设 在 该 处 速度 为 
v= 十 ve， 
有 
UU Vz 三 TVy 一 zz 2 一 之 
YET VTE 
， 又 因为 w 的 方向 即 为 轨 线 的 切线 方程 ,所 以 可 得 原 问题 的 数 
- 学 模型 和 
= 入 = vs (a—y) ， 
Ys wt VETa—y) vr 
1 
进一步 求解 得 
= 训导- 只] 
- 即 为 实际 运动 轨迹 ， 


在 应 用 数学 建 模 的 思想 求解 实际 问题 时 ,往往 会 用 到 计算 机 
以 辅助 求解 ,最 常用 软件 即 为 MATLAB. 求解 微分 方程 (组 ) 的 解 
析 解 用 函数 dsolve, 用 字母 D 表示 求 微分 ,D2、D3 表示 求 二 阶 、 三 


阶 微分 , 自 变量 用 单 引号 置 于 dsolve 表达 式 中 . 如 欲求 方程 此 的 
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通 解 ,应 输入 命令 
dsolve( Du 一 1 十 az ,t)， 
运行 后 显示 结果 为 


ans 一 tan(t 一 cl). 
车 方程 中 带 有 定 解 条 件 , 应 用 单 引号 将 定 解 条 件 置 于 方程 后 . 
例 1-48 求 下 列 微 分 方程 的 特 解 


dy ady = 
入 +29y—0， 


y(0)=0,y (0)=15. 

解 输入 命令 . 
3 一 dsolve(' D2y+4 * Dy+29 * y=0",y(0)=0,Dy(0)=15",z"), 
结果 为 3 
y=3xexp(—2x*7z)xsin(5 x 7) 

当 难 以 求 得 微分 方程 的 解析 解 时 ,可 以 求 其 数值 解 . MAT- 
LAB 提供 的 求 微分 方程 数值 解 的 函数 有 五 个 : ode45, ode23， 
odel13,odel5s, ode23s, 不同 的 函数 代表 不 同 的 内 部 计算 , 如 


ode23 表示 也 阶 的 龙 客 一 库 塔 一 费 尔 贝 格 算 法 ,一 般 常 用 ode45 
程序 具体 表述 为 | | 


[t,x|=solver('f',ts,x0,options) 

其 中 solver 为 所 选 算法 , 即 上 述 五 个 函数 之 一 ,f 为 由 待 解 方 
程 写 成 的 M 文件 ,M ,ts 二 [t0,tf]j,t0,tf 为 自 变量 的 初 值 和 终 值 ， 
Zz0 为 函数 的 初 值 ,options 用 于 设 定 误差 限 ( 若 缺 省 则 表示 设 定 相 
对 误差 10 习 ,绝对 误差 10“) ,相应 程序 为 

options= odesetl reltol ',rt',abstol ',at) 

其 中 rt,at 分 别 为 设 定 的 相对 误差 和 绝对 误差 . 需要 特别 指出 的 
是 ,高 阶 微分 方程 必须 首先 等 价 地 变换 成 一 阶 微分 方程 组 : 

例 1-49 求解 方程 
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d? 
| 1000(1 地) 王 十 x 0， 
z(0) 一 0,z'(0) 一 1. 
分 析 首先 需要 重新 定义 两 个 变量 yj 一 xz, ys 一 yl 
1 Et 1 ,使 得 : 
方程 变 为 一 阶 微分 方程 组 : 


1 一 yz， 

eas ¢ 
y1(0)=0,y,(0)=1. 

解 建立 M 文 件 vdp1000.m 如 下 : 

functiondy=vdp1000(#,y) 

dy=zeros(2,1); 

dy(1)=y(2); 

dy(2) 一 1000* (1—y(1)?) x y(2)—y(1); 

然后 输入 初 值 

LT, YJ=odel5sC vdp1000 ， [o3000] ,L207); 

plot(T, YC:,1),—"); 

得 之 与 t 的 关系 如 图 1-13 所 示 . 


ON 
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$1.10 不 动 点 的 思想 


常 微分 方程 解 的 存在 性 研究 大 体 上 可 以 分 为 两 个 思路 :一 是 
基于 用 近似 解 逼近 精确 解 的 方法 证 明 解 的 存在 性 ,一 般 的 常 微分 
方程 教材 都 是 运用 了 该 思路 ,这 种 证 明 方法 的 优越 性 之 一 在 于 同 
时 包含 了 精确 解 的 一 个 构造 方法 ,从 而 提供 了 近似 求解 的 一 种 途 
径 . 另外 一 个 思路 是 把 解 的 存在 性 问题 转化 为 某 一 映射 (变换 ) 的 
不 动 点 的 存在 性 问题 ,该 方法 不 能 够 给 出 近似 求解 的 途径 ,但 它 是 
更 高 层次 的 抽象 和 概括 ,所 以 从 应 用 范围 来 讲 ,后 者 要 远 广 于 前 
者 ,而 且 有 意识 地 渗透 与 应 用 不 动 点 的 思想 ,可 为 在 泛 函 分 析 中 系 
统 学 习 不 动 点 理论 奠定 良好 的 基础 . L 

我 们 常用 的 不 动 点 结论 有 :Banach 压缩 映 象 原理 (可 看 作 由 
Picard 逐次 逼近 法 抽象 而 得 ) ~Schauder 不 动 点 定理 ,Krasnosel- 
skii 不 动 点 定理 等 . 

Banach 压缩 映 象 原理 设 DD 是 Banach 空间 X 的 一 个 非 空 
闭 子 集 , 而 工 是 了 到 其 自 身 内 的 一 个 映射 , 它 在 D 内 满足 Lips- 
chitz 条 件 , 即 对 任意 的 zyE Ds, 有 Tz 一 Ty 上 a z 一 ?| 
(0 过 a 过 1) , 则 必 存 在 唯一 的 zx" ED, 使 得 Tz” 二 zx, 即 了 在 D 
肉 有 唯一 的 不 动 点 工 z 

Schauder 不 动 点 定理 设 开 是 Banach 空间 的 一 个 有 界 闭 
凸 集 , 而 工 是 天 到 其 自身 内 的 任 一 全 连续 映 象 , 则 了 在 D 内 至 少 
有 一 个 不 动 点 . 

Krasnoselskii 不 动 点 定理 设 K 是 Banach 空间 的 一 个 有 
界 闭 凸 集 , 而 人 与 S 是 映 民 到 X 的 两 个 映 象 ,它们 满足 下 列 
条 件 : 

(1) 对 任意 的 x,yEK, 有 Trt+SyEK; 

(2) 工 是 一 压缩 映射 , 即 存 在 a: 0 志 a 三 1, 使 对 任意 的 z， 
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zx' EK 有 有 
| Tz—Tz’ | Sal zz ;* 

《3)S 在 K 上 是 全 连续 的 . 

则 映射 十 S 在 KK 内 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

需要 特别 指出 的 是 ,Banach 压缩 映 象 原理 是 三 者 中 ; 
且 应 用 较 广 的 一 个 . Ee 

， 例 1-50 若 函 数 f(z,z) 在 空间 R"*! 中 某 一 区 域 记 ;| 一 4 | 
a,1z 一 zo|&5 上 连续 ,有 目 关 于 z 满足 Lipschitz 条 件 , 即 存在 常 
数 L>>0, 使 当 (t,z),(z,zx)ER 时 ,有 
| 7Gzz) 一 Fe 元 | 二 lz 一 工 |， 


di pr) 
则 党 ” 至少 在 区 间 |z 一 |<<h 上 存在 唯一 解 . 其 中 


Z(to)=zo 


二 min{a,¥ 2 js Taf (£1). 


一 GZ) 


证 明 me 二 求解 等 价 于 积分 方程 z(2) = xz。 


并 (加 ) 一 一 za 
下 flssx(s))ds 的 求解. 


讨论 右 半 区 间 T+ :入 2 十 天 


记 CL 斑 ]{g( 切 19g( 罗 为 开 上 的 连续 向 量 函 数 } ,并 在 其 上 定 
文 模 | pl = 二 sup{1g(e) e-emer), 其 中 p>L 为 党 i 
> ， 常数 . 易 证 CLI+ 
关于 范 数 | ， || 为 Banach 空间 . 
;考虑 C[7!] 的 子 集 
D= {z(t) |z(2) E CIT ], | 的 一 i<2}, 
并 在 D 上 定义 算 子 工 ; 


| flssz(s)dsst ET,rED 
i 


» 64. 


GD 对 任意 的 zxE D, 因 为 |(Tz) 伯 一 al= | 《5,265)ds [< 


Mh 雪 BiE 并: 故 TD)CD. 
(让 对 任意 的 zzz ED,1ETT. 


{Tz) 0) — (Tr) (2)|=1 | fessz2C)ds—| Fls,x2ls)) ds | 
<r1 | la -md 
l =5[ | Cx1Cs)—za(s) |e te:ds 
I Feup{ ln Dm) 
序 | 
[TD DVD er SE soptla (Dd -mler), 
Ber 


即 


1Ta 一 Te l <$ ha ml ,0< 入 < 


综合 (GD (iD ,由 Banach | 存在 唯一 的 不 动 点 
yp; 即 9 二 Tq, 亦 即 : 
gD = | flss9()dnt EL. 


又 由 D 的 定义 知 ,plz) 为 上 的 连续 函数 . 

同 理 可 考虑 左 半 区 间 三 :如 一 ht<wo, 此 时 引入 模 lgii = 
sup{|g(2) 1 :ti€ET). 得 证 . 

注 解 的 存在 唯一 性 定理 在 大 多 数 常 微分 方程 教材 中 都 是 用 
迭代 的 方法 来 证 明 ; 该 方法 也 可 以 用 来 证 明 其 他 很 多 问题 (如 
Gronwall 不 等 式 等 ) ,只 是 迭代 列 的 选取 有 所 不 同 而 已 . 但 从 泛 函 
分 析 的 角度 来 看 ,各 种 不 同类 型 的 逐次 逼近 都 包含 了 同样 的 意义 ， 
换言之 ,以 映射 的 角度 看 问题 ,可 以 从 更 高 的 高 度 ,更 广 的 范围 来 
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定义 、 解 决 问题 . 而 该 例 中 车 取 n 二 1， 即 为 文献 1 ,中 的 解 的 存在 只 
一 性 定理 . 


例 1-51 ( 解 的 存在 性 定理 ) 
着 flioz) 在 区 域 民 ， lle le ze| 委 元 上 连续 , 则 


一 ti,z) 
位 a 至 少 少 在 区 间 [4 一 十 和 J 上 存在 个 解 ,其 中 
zlio ok - 


一 ZXo 


hmin{fa, 壤 } ,;M= Supef (ts). 


证 明 记 I=[w 一 h, 如 十 h]， C[ 刀 一 {g(D)19(2 为 上 的 连续 
函数 } ,定义 C[ 丰 上 的 模 1 ol 一 s 邑 19(2 |. 易 证 CE 
上 ，|| 为 Banach 空间 . 

考虑 C[ 刀 的 子 集 天 一 {zGD1z(DECED; 1 z 一 zo 之 Mh}， 
并 在 KK 上 定义 算 子 工 ， 

Lrc =nt | fs,z(s)) ds. 

证明 为 凸 闭 集 . 1 


PA 


任 取 友 ，,…,xo EK, 任 取 和 之 0， >， 有 
| Dar = 上 = 1 到 人 a) I< < Pam 


故 ar GE 区 5 从 而 天 为 凸 集 


任 取 {zr(DJGCKG1,2，5 且 二 (DO-=ECDOEC[I 因为 
| x;(2) ~ zo | SME, 所 以 | 过 Ge 一 2 1 <Mh, Wx.EK, 从 而 


天 为 闭 集 ， 王姬 


“(六 证 明 -TCKR 守 KK. …. He es ee 
:对 任意 的 z(DE 开 ;有 主 和 二 
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| (Ta) (0D —zo)=| 二 flsszCs) ds| Mh EL. 


故 上 Tz 一 zo ‖ MK, 从 而 工区) 三 天. 
Qi) 证 明 工 为 K 上 的 全 连续 算 子 . 
: (a) 对 任意 的 {zc (2)} ,ZC EK,H x; (D>z(0), 有 对 任意 的 


e>0; 存 在 N, 使 当 i>NN 时 ， ;有 
[zi WD-zD 1 | >; 二 过 zh es yrer. 


从 而 {zi(2)} 在 上 一 致 收敛 于 (2). 
又 (TaD 二 十 | fsai(5))ds 令 ;3 十 oo, 有 


(Tr) Wat | fF) ds TE), 


从 而 个 为 KK 上 的 连续 算 子 . 
《b) 对 任意 的 zDDER 及 任意 的 t1 ,tz ,ET， 有 : 
ln) ern)! fl ds EMI 区 
所 以 TC(K) 为 等 度 连续 ,而 TCK) 一 致 有 界 显然 ， 由 Ascoli- 
Arzela 定理 知 ,T(K) 为 相对 紧 集 . 
综合 (a)(b) 知 ,TT 为 KK 上 的 全 连续 算 子 . 
由 Schauder 不 动 点 定理 知 ,存在 g(t) EK 为 T 的 不 动 点 ， 具 


A ” fp 


得 证 . 
. 注 在 “ 数 形 4 结合 的 思想 ?一 节 读 ， 我 们 给 进 了 Euler 折线 的 
几何 直观 考虑 ,并 由 此 分 析 可 得 较为 清晰 的 证 明 思路 , 即 过 步 送 代 
双 近 的 方法 . 在 这 量 , 我 们 用 Schauder 不 动 点 定理 ;从 映射 的 角度 
完成 了 证 明 . 无 沦 是 例 -51 还是 例 1.50， 痢 可 以 刘 搂 改变 其 中 的 
空间 维 数 推广 到 方程 组 相应 的 结论 . 
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本 章 中 我 们 主要 讨论 常 微分 方程 所 体现 的 哲学 与 美学 思想 . 
其 中 第 一 节 通过 对 学 科 基 本 概念 ,基本 理论 和 基本 方法 的 深入 分 
析 , 阑 述 抽象 与 具体 .主要 矛盾 与 次 要 矛盾 ` 有 限 与 无 限 、 常 量 与 变 
量 、 局 部 与 整体 微分 与 积分 、 自 变量 与 应 变量 等 元 素 在 常 微分 方 
程 中 的 对 立 与 统一 ,体现 了 丰富 的 哲学 思辩 的 思想 ;第 二 节 则 从 统 
一 性 \ 简 洁 性 .对称 性 及 奇异 性 等 方面 讨论 常 微分 方程 所 体现 的 美 
学 思想 ，， 


32.1 常 微 分 方程 中 体现 的 首 学 思想 


常 微分 方程 是 一 门 与 生活 实践 密切 相关 的 学 科 , 其 中 体现 了 
丰富 的 暂 学 思辩 的 思想 . 具体 来 讲 ,通过 该 学 科 的 基本 概念 ,基本 
理论 和 基本 方法 ,使 得 抽象 与 具体 ,主要 矛盾 与 次 要 矛盾 ,有 限 与 
无 限 .常量 与 变量 、 局 部 与 整体 ,微分 与 积分 、 自 变量 与 因 变 量 等 诸 
多 方面 的 元 素 在 常 微分 方程 中 实现 了 对 立 统一 ， 


一 、 抽 象 与 具体 的 对 立 统一 


抽象 与 具体 的 对 立体 现在 常 微分 方程 作为 高 等 数学 的 一 个 重 
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要 分 支 必 具 有 高 度 的 抽象 性 . 常 微分 方程 是 “联系 自 变量 ,未 知 函 
数 及 其 导 函 数 且 只 有 一 个 自 变量 的 关系 式 ”, 该 定义 即 从 抽象 的 数 
学 式 形式 出 发 ,而 非 以 具体 问题 为 导出 基础 ;又 如 一 阶 微分 方程 解 
的 存在 唯一 性 定理 只 是 告诉 我 们 在 满足 一 定 条 件 时 解 会 局 部 存在 
唯一 ,但 不 能 给 出 解 的 具体 表达 式 . 由 此 可 以 看 出 从 该 学 科 的 基本 
概念 到 基本 理论 和 方法 都 是 抽象 的 ,以 至 “抽象 到 只 需 推 理 和 计算 
的 地 步 ”. 另 一 方面 ,“ 和 其 他 所 有 学 科 一 样 , 数 学 是 从 人 们 的 实际 
需要 产生 的 ”( 恩 格 斯 { 反 杜 林 论 》), 常 微分 方程 更 不 例外 ,从 方程 
得 出 的 实际 模型 到 方程 解 的 性 态 对 实践 的 指导 作用 ,都 体现 出 很 
强 的 应 用 性 和 具体 性 . 举例 说 明 ,周期 解 的 研究 源 于 行星 或 卫星 轨 
道 的 稳定 性 问题 ,n 体 问题 的 研究 则 源 于 航海 中 具体 经 纬度 的 
计算 . 
抽象 与 具体 在 常 微分 方程 中 同时 体现 出 高 度 的 统一 性 . 一方 
面 ,“ 抽 象 ”并 不 是 凭空 的 、 纯 思维 的 ,而 是 “从 现实 中 抽象 出 来 的 规 
律 ,在 一 定 的 发 展 阶段 就 和 现实 世界 脱离 ,并且 作为 菜 种 好 似 独立 
的 东西 ,好 似 从 外 面 来 的 规律 …… 而 与 之 相对 立 ”方程 中 所 有 的 
概念 、 定 理 及 分 析 方 法 都 属于 “规律 ”的 范畴 ,其 来 源 即 现实 世界 . 
同时 ,“ 当 思维 从 具体 的 东西 上 升 到 抽象 的 东西 时 , 它 不 是 高 开 真 
理 , 而 是 接近 真理 ”, 这 也 就 阐明 了 数学 高 度 抽象 的 必然 性 和 必要 
性 . 另 一 方面 ,微分 方程 的 抽象 性 不 仅 决定 了 其 逻辑 精确 性 ,也 决 
定 了 其 应 用 对 和 象 的 广泛 性 (又 称 一 般 性 ). 仍 以 微分 方程 概念 为 例 ， 
微分 方程 是 描述 自 变量 .未知 函数 及 其 导 函 数 关 系 的 数学 式 , 而 函 
数 作为 描述 变量 间 关 系 的 概念 具有 相当 的 广泛 性 ,这 也 就 决定 了 
“微分 方程 > 描述 现实 模型 的 广泛 性 . 微分 方程 所 体现 的 抽象 与 具 
体 的 统一 不 仅 为 方程 理论 的 发 展 提供 了 丰厚 的 土壤 ,同时 也 保证 
了 可 以 将 理论 的 结果 真正 用 诸 实践 . 举 一 个 简单 的 例子 ,建筑 师 往 
往 要 考虑 垂直 梁 与 水 平 梁 在 外 加 载荷 下 所 成 的 形状 问题 ,该 具体 
问题 刺激 了 弹性 理论 的 产生 和 发 展 ,而 当 抽 象 的 弹性 理论 较为 完 
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备 后 ,其 结果 又 可 以 指导 更 多 的 与 弹性 相关 的 实际 问题 . 

在 把 握 微 分 方程 的 抽象 与 具体 的 对 立 统 一 中 还 应 注意 一 个 问 
题 ,类 似 于 具体 的 分 层次 ,抽象 也 是 分 层次 的 . 一 般 认为 ,低层 次 的 
抽象 相对 于 高 层次 的 抽象 而 言 是 具体 的 ,后 者 相对 于 前 者 则 是 抽 
象 的 . 


二 主要 矛盾 与 次 要 矛盾 的 对 立 统一 


在 对 实例 进行 常 微分 方程 建 模 的 过 程 中 ,我 们 需要 寻求 各 个 
变量 与 变量 的 变化 率 之 间 的 关系 ,而 变量 的 确定 及 变量 关系 的 寻 
求 则 需 注意 分 清 主要 矛盾 和 次 要 矛盾 .为 简化 建 模 和 模型 分 析 , 我 
们 往往 只 抓 主要 矛盾 而 忽略 次 要 矛盾 的 影响 ,但 为 了 尽量 全 面 地 
描述 实例 并 将 模型 的 分 析 结果 应 用 于 实践 , 则 需要 将 更 多 的 关系 
视 为 主要 矛盾 而 非 次 要 矛盾 


三 、 有 限 与 无 限 的 对 立 统一 


有 限 与 无 限 的 对 立体 现在 “有 限 ” 作 为 我 们 的 认 知 对 象 是 直观 
的 、 形 象 的 ,而 “无 限 ” 则 是 人 类 直接 认 知 所 不 可 及 的 ,从 而 在 其 体 
现形 式 和 研究 方法 上 必须 由 严密 的 理论 作 支 撑 . 换言之 ,简单 的 将 
“有 限 ” 的 方法 和 理论 直接 应 用 至 “无 限 ”, 可 能 会 导致 迹 误 .一 个 非 
常 经 典 的 例子 是 芝 诺 提出 的 阿 基 里 斯 悖 论 , 若 沿用 “有 限 ” 的 分 析 


”方法 , 则 可 得 “ 神 阿 基 里 斯 永远 也 追 不 上 乌龟 ”这 一 显然 有 悖 常理 


的 结论 ,那么 ,有 限 与 无 限 是 不 是 一 点 关系 也 没有 呢 ? 也 就 是 说 ， 
是 不 是 我 们 从 有 限 得 不 到 任何 有 用 的 信息 用 于 研究 无 限 呢 ? 历史 
上 有 一 个 很 有 趣 的 例子 ,18 世纪 上 半 叶 , 欧 拉 将 所 请 “无 限 次 多 项 
式 ” 类 比 于 有 限 的 2 次 多 项 式 分 解 成 因 式 乘 积 的 形式 ,成 功 解决 
了 贝 努 利 提出 的 求 自然 数 倒数 平方 的 级 数 和 问题 ,结论 即 为 


站 去 一 守 ,该 结论 经 过 数值 计算 直至 小 数 点 后 7 位 数字 都 是 正 


Ee 
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确 的 ,但 当时 并 未 给 出 严格 的 证 明 ,现在 有 了 微 积 分 学 的 基本 理 

论 ,我 们 可 以 知道 , 欧 拉 的 结论 之 所 以 正确 ,是 因为 该 级 数 恰好 是 

一 致 收敛 的 ,否则 可 能 会 得 到 正确 性 迫 异 的 结果 . 这 个 例子 从 一 定 

的 角度 说 明 有 限 是 理解 无 限 的 基础 ,而 无 限 是 有 限 在 思维 上 的 唉 

步 拓展 ,我 们 可 以 通过 有 限 并 加 以 适当 的 理论 分 析 认 识 无 限 ,同时 

也 可 以 通过 无 限 的 理论 认识 相当 多 的 有 限 的 趋向 .方程 中 二 个 非 . 
用 常 重要 的 结论 是 解 的 存在 唯一 性 定理 ,其 证 明 用 到 了 逐步 逼近 

列 的 廓 法 . 具体 来 讲 ,通过 构造 Picard 逼近 列 {o (z)) ,并 对 其 性 

质 ( 一 致 收敛 性 ) 进 行 探讨 ,进而 说 明 其 极限 函数 p(x) 即 为 解 ,该 

过 程 是 由 有 限 加 一 致 收敛 认 识 无 限 ; 同 时 ,我 们 可 以 在 一 定 精度 要 

求 下 ,选取 适当 的 ,以 p(x) 近似 表示 p(z) ,其 依据 在 于 可 保证 

当 比较 大 时 ,有 限 的 w(z) 与 其 极限 函数 g(x) 充分 接近 ,这 个 
过 程 是 通过 无 限 的 结果 (极限 函数 为 解 ) 认 识 有 限 的 趋向 . 


四 、 常 量 与 变量 的 对 立 统一 


常量 和 变量 是 贯穿 整个 高 等 数学 的 一 对 概念 ,多 数 时 候 二 者 
表现 出 严格 的 对 立 , 即 常量 描述 静态 的 不 变 的 量 , 表 现形 式 简单 且 
单一 ,变量 描述 动态 的 变化 的 量 , 表 现形 式 往往 复杂 多 样 . 同时 ,很 
多 量 又 会 同时 体现 常量 和 变量 的 特征 . 

如 在 x 阶 微分 方程 的 通 解 y 二 f(z,cl，…,c,) 中 ,每 取 定 一 个 
解 ,c1，:… cn 确定 ,此 时 ,表达 式 中 的 C19 Cn 即 看 作 常 量 , 但 在 通 
解 表 达 式 中 ,ct，…，c* 均 可 在 一 定 范 围 内 任意 取 值 , 即 体现 变量 的 
特征 . 又 如 对 方程 组 |, “' 除 用 特征 根 法 求解 外 ,我 们 还 可 
- |y 一 z 十 23， 

以 由 第 一 个 方程 解 出 zx 一 ce# ,然后 将 其 代入 第 三 个 方程 ,得 y 的 
表达 式 ; 在 代 人 的 过 程 中 ,c 当 作 常 量 处 理 , 但 事实 上 ci 又 是 在 实 
数 范围 内 任意 取 值 的 , 即 体现 为 变量 . 

:…“ 男 一 方面 ,适当 取 茶 些 量 为 常量 或 变量 ,在 解决 给 定 题目 中 出 
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现 多 个 变量 的 问题 时 ,往往 会 起 到 事半功倍 的 效果 . 如 第 一 章 全 
1-25, 题 目 中 有 两 个 变量 :和 s, 将 s 看 作 变量 ,将 看 作 常 量 ,对 变 
量 求 导 可 得 一 微分 方程 ,形式 上 其 中 仍 含 两 个 变量 + 和 s, 再 令 s 
为 常量 (0) ,上 为 变量 ,( 这 是 因为 若 仍 令 上 为 常量 ,s 为 变量 , 则 可 约 
去 ,得 不 到 微分 方程 . ) 得 以 上 为 自 变量 的 微分 方程 ,再 令 ts 同时 
为 常量 (z=s 二 0); 可 得 初 值 条 件 z(0) 一 0, 进 一 步 求解 即 可 : 


常量 与 变量 的 相互 利用 是 常 微 分 方程 中 常用 的 方法 . 具体 来 
讲 ,因为 常量 是 静态 的 ,所 以 可 以 用 常量 来 刻画 变量 ;达到 易于 把 


握 性 态 的 目的 ,譬如 在 方程 通 解 中 任意 取 定 一 组 ca ,…，*c*， 得 一 个 
固定 的 解 ,对 其 性 态 分 析 显 然 是 比较 容易 的 ,而 通 解 从 其 包含 范畴 
来 讲 ,不 外 就 是 当 a ,…,c, 在 一 定 范围 内 变动 时 解 的 集合 ,从 而 
也 就 得 到 了 所 有 人 解 (有 时 针对 ci ,cs 的 分 情况 讨论 是 部 分 解 ) 
的 特征 . 同时 ,因为 可 以 应 用 分 析 学 的 某 些 工具 及 指标 对 变量 性 态 
进行 探讨 ,在 所 得 结论 中 取 定 变量 为 某 个 确定 的 常量 , 则 可 得 常量 
所 具有 的 性 质 , 即 用 变量 研究 常量 . 该 方法 往往 用 于 证 明 某 些微 分 
(积分 ) 等 式 或 不 等 式 . 


五 : .局 部 与 整体 的 对 立 统一 


部 与 整体 在 分 析 学 中 往往 是 作为 性 质 质 的 两 个 讨论 角度 ， 党 
微分 方程 也 不 例外 ,一 个 明显 的 比较 是 解 对 初 值 的 连续 依赖 和 和 解 
的 稳定 性 . 解 对 初 值 的 连续 依赖 即 解 关 于 初 值 连续 ,换言之 ,在 茶 
个 有 限 过 程 中 ,当初 始 状 态 变化 很 小 时 ,相应 的 解 ( 即 系统 的 运动 
状态 ) 变 化 也 不 会 很 大 ;而 解 的 稳定 性 则 是 指 在 无 限 区 间 上 当初 什 
变化 很 小 时 , 解 变化 不 会 很 大 . 可 以 看 到 ,前 者 是 局 部 的 研究 角度 ， 
而 后 者 则 是 整体 的 . 实际 生活 中 ,前 者 保证 了 系统 按照 设计 的 特定 
运动 工作 的 可 能 性 ;而 后 者 则 可 以 保证 该 系统 的 长 期 稳定 运行 . 

另 一 方面 ,局 部 与 整体 在 十 定 程度 上 又 是 统一 的 . 如 解 的 存在 
唯一 性 定理 是 右 端 函数 在 闭 矩 形 区 域 连 续 且 满足 利 普 希 兹 条 件 时 
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得 到 解 的 局 部 存在 唯一 连续 ; 即 存在 唯一 解 ?一 p(zj,zE [zs 
太 卫 十 问 几 一 minta, 才 ) 解 的 延 拓 定理 则 是 右 端 函 数 在 有 界 


域 连续 且 满 足 局 部 利 普 希 兹 条 件 时 得 到 解 必 可 延 拓 至 该 区 域 的 边 
界 , 即 在 该 条 件 下 得 解 在 给 定 区 域 上 的 整体 存在 唯一 性 . 显然 后 者 
条 件 弱 于 前 者 的 条 件 , 那 两 者 结论 不 同 又 如 何 解释 呢 ? 事实 上 ,前 


者 结论 中 h 一 6 即 解 曲线 直接 到 达 逢 形 区 域 左右 边界 ,而 一 次 即 


解 曲 线 到 达 和 矩形 区 域 的 上 下 边界 . 换言之 ; 解 的 局 部 存在 唯一 性 结 
论 是 在 一 个 特殊 区 域 ( 闭 矩形 区 域 ) 上 的 整体 存在 唯一 . 


六 、 微 分 与 积分 的 对 立 统一 


微分 方程 学 科 发 展 初期 ,人 们 致力 于 用 初等 积分 法 求 一 阶 微 
分 方程 通 解 ,并 发 展 到 利用 首次 积分 的 方法 求解 比较 简单 的 高 阶 
微分 方程. 当然 后 来 随 着 认识 方程 的 逐渐 增多 ,人 们 意识 到 可 以 用 
积分 法 求解 的 方程 事实 上 是 非常 有 限 的 ,进而 转向 其 他 的 研究 方 
向 和 角度 . 但 尽管 这 样 ,积分 法 仍然 是 常 微分 方程 求解 的 一 个 重要 
方法 ,而 积分 思想 也 是 该 学 科 中 一 个 重要 思想 . 微分 思想 在 常 微分 
方程 中 的 体现 则 主要 在 于 通过 微分 构造 微分 方程 ,从 而 利用 方 各 
的 有 关 性 质 和 结论 来 解决 问题. 二 者 的 对 立 由 定义 即 可 看 出 ,而 二 
者 的 统一 则 是 指 很 多 情况 下 我 们 不 是 单一 地 进行 微分 或 进行 积 
分 ;而 是 二 者 交 久 进行 ,如 构造 方法 中 的 例 1-25, 即 首先 利用 微分 
的 思想 结 从 特殊 点 的 值 由 所 给 等 式 得 微分 方程 

Zi) = C0) 1432202)), 

入 下 来 和 用 积分 的 思想 结 Ss os a 

-的 表达 式 i 


EE 向 变量 与 办 变量 的 对 立 统一 - 
. 自 变量 与 因 变量 是 本 数 中 的 一 对 只 念 , 具 体 来 讲 , 自 变量 是 影 


网 
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但 在 实际 生活 实践 中 ,各 因 素 之 间 是 互相 影响 互相 制约 的 ,所 以 体 
现在 常 微分 方程 中 就 是 有 时 候 为 了 实际 模型 或 方程 形式 的 需要 ， 
我 们 可 以 人 为 改变 自 变量 与 因 变 量 ,从 而 达到 易于 解决 问题 的 目 


的 . 如 方程 昏 一- 六 二, 阁 将 y 看 作 < 的 函数 ,方程 不 易 归 关 ,但 若 


改变 自 变量 与 因 变 量 , 将 < 看 作 y 的 省 数 ,得 莹 = 三 十 滨 ; 为 一 阶 
非 奇 次 线性 微分 方程 ,可 用 常数 变易 法 求解 ” ， - -: 
八 、 其 他 


斩 学 思辨 的 思想 在 常 微分 方程 中 还 有 其 他 方面 的 体现 ,如 形 
式 与 内 容 、 特 殊 与 一 般 、 近 似 与 精确 等 ,所 有 这 些 方面 的 疤 盾 一 方 


- 面 为 方程 学 科 的 发 展 提出 了 新 的 问题 ,并 刺激 学 科 向 某 个 方向 发 


展 , 另 一 方面 也 为 理 伦 千 果 的 真理 性 验证 提供 了 丰厚 的 土壤 . 


.$2.2 常 微分 分 方程 中 体现 的 美学 思想 


党 微分 方程 作为 一 门 基础 性 自然 科学 ,下 可 以 反映 客观 世界 的 
运行 及 发 展 规律 ， 从 而 必然 会 体现 出 客观 世界 所 呈现 的 美学 特点 . 
现代 数学 美学 原始 筷 想 源 于 庞 加 莱 一 阿达 玛 的 发 明 心理 学 . 一 个 
人 关于 数学 美学 的 素养 ,有 助 于 激发 其 学 习 数 学 的 兴趣 . 常 微分 方 
程 所 体现 的 数学 美 表现 在 它 的 统一 性 ,简洁 性 .对称 性 及 奇异 性 
统一 性 在 大 学 数学 中 体现 是 非常 明显 的 ,如 “映射 "统一 了 代 
数 中 的 “运算 ”几何 中 的 “变换 ”分 析 中 的 “函数 ”等 概念 , 欧 氏 空 
间 则 赛 括 了 n 维 向 量 空间 、 连 续 画 数 空间 、n 维 加 权 向 量 空间 等 党 
见 空间 . 统一 性 在 常 微分 方程 中 主要 体现 在 方程 形式 及 求解 方法 
上 - 艾 如 以 向 量 形式 给 出 的 一 阶 微 从 方程 x 二 A(2)z 十 f() 统 一 
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响 因素 , 因 变量 是 被 影响 因素 ,二 者 从 概念 上 来 看 是 根本 对 立 的 ， 


了 一 阶 线性 微分 方程 一 阶 线性 微分 方程 组 和 高 阶 线性 微分 方程 ， 
而 且 进 一 步 ,可 以 就 该 形式 给 出 解 的 存在 唯一 性 结论 及 解 的 延 拓 
定理 . 同样 地 ,有 了 积分 因子 法 ,我 们 就 可 以 用 恰当 方程 的 解法 统 
一 求解 变量 分 离 方 程 及 一 | 对 于 变量 分 


离 方程 入 一 7(z)5(?) ,可 以 找到 积分 因子 py 一 一 ;而 对 于 线性 


a 


eeow 


方程 宕 一 P(z)y 十 QCz) ,可 以 找到 积分 因子 p 一 


简洁 美 源 于 自然 规律 的 简洁 性 ,而 数学 的 任务 之 一 也 正 是 用 
最 简洁 的 语言 来 描述 和 解释 客观 世界 . 如 牛顿 在 开 普 勒 行星 运动 
定律 的 基础 上 运用 数学 方法 证 明 宇宙 万 有 引力 现象 可 归结 为 “ 反 
平方 定律 ”; 爱 因 斯 坦 提出 的 质 能 转化 公式 下 一 zc. 又 如 纯 数 学 中 
Ne 围 内 ,n 次 多 项 式 必 有 个 根 ;分 析 


9 结论 二 二 区 等 .具体 到 党 微分 方程 , 简 洛 美 则 主要 体现 


学 
在 基本 理 并 Re 如 一 阶 微分 方程 xz’ 二 f(z,zx) 解 的 存在 
性 结论 ,其 条 件 只 需要 右 端 项 7(i,z) 连 续 ;考虑 n 阶 线性 微分 方 
程 的 通 解 ,只 需 已 知 相应 奇 次 线性 微分 方程 的 ? 个 线 性 无 关 解 及 
原 方程 本 身 的 一 个 特 解 即 可 ; 设 zi(2) (i 一 1,2,…,n) 是 齐 次 线性 
微分 方程 xm 十 ai (Dx 十 … 十 a, 《4)z 二 0 的 任意 个 解 ,它们 
所 构成 的 ronski 行列 式 记 为 WC2), 则 WW(2) 满 足 简单 的 一 阶 微 
分 方程 W’ 十 a (12)W 一 0. 

微分 方程 的 对 称 美 包含 了 几何 直观 的 对 称 性 和 内 在 的 对 称 
性 .前 者 主要 体现 在 积分 曲线 的 对 称 性 ,如 微分 方程 4?y 一 六 一 
zy ,其 积分 曲线 关于 坐标 原点 (0,0) 成 中 心 对 称 的 曲线 也 是 该 方 
程 的 积分 曲线 . 后 者 则 主要 体现 在 函数 中 各 个 变量 的 对 称 性 .运算 
中 解 的 对 称 性 等 ,如 若 f(z,y,z) 为 可 微 的 ?次 齐 次 函数 , 则 必 满 
是 zf: 十 yf 十 zf 二 nf, 这 里 了 所 体现 的 齐 次 性 也 是 一 种 广泛 意 
»。 75 ， 
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义 上 的 对 称 性 ;又 如 函数 .zy 十 yz 十 zz 所 体现 的 是 其 中 三 个 变量 
的 地 位 对 等 性 ,也 就 是 对 称 性 . 对 称 性 在 偏 微分 方程 中 的 体现 尤其 
明显 ,如 我 们 常见 的 几 类 方程 : 


Qu | Ou | 922 


22 
波动 方程 38 403 3 3227 f(x,y,2,0) | 
9u du | gu , 9 
热传导 方程 En (3 a | 了) fx,y2,t) 


泊 检 方程 + fzy, 
都 体现 出 明显 的 对 称 性 ,而 且 进 一 步 地 ,这 种 方程 形式 上 的 对 称 性 
必然 会 导致 其 解 的 对 称 性 ,反映 到 实际 模型 , 则 体现 为 变化 过 程 中 
的 对 称 性 . 

奇异 美 是 指 我 们 用 数学 作为 工具 ,可 以 解释 很 多 现实 生活 中 
看 起 来 很 奇怪 很 玄妙 的 现象 . 如 Kermack 等 人 在 研究 20 世纪 初 
印度 笛 买 发 生 的 一 次 瘟疫 时 ,发现 其 实际 数据 符合 一 条 曲线 ,该 曲 
线 可 以 用 SIR 模型 来 解释 ;气象 学 家 Lorenz 在 20 世纪 60 年 代 以 
大 气 对 流 现象 为 变量 研究 天 气 变化 时 发 现 方程 对 初 值 的 敏感 依赖 
性 ,而 对 简化 后 的 该 方程 研究 ( 即 解 对 初 值 的 异常 敏感 性 ) 导 致 了 
一 个 新 分 支 一 混沌 (chaos) 的 出 现 . 奇异 性 在 数学 的 其 他 学 科 中 
也 有 直观 而 明显 的 体现 . 如 在 抛 硬币 试验 中 ,如 果 次 数 相当 多 , 则 
正 反 面向 上 的 次 数 比 例会 越 来 越 接近 1, 这 种 现象 可 以 用 概率 学 
理论 来 解释 . Cantor 集 是 人 为 找 出 的 一 个 特殊 集合 ,其 特殊 之 处 
在 于 : (i) 无 处 稠密 , (让 ) 势 为 C, (说 ) 测 度 为 0,(iv) 自 相似 性 ,(v) 相 
似 维 数 D. 一 让; ,而 这 里 所 体现 的 自 相似 特性 推动 了 分 形 理论 的 
发 展 . 由 以 上 例子 可 以 看 到 ,现实 世界 中 的 很 多 “奇异 ”的 现象 可 以 
在 数学 中 找到 合理 的 解释 ,而 寻找 这 些 合理 解释 的 过 程 往往 会 扒 
动 一 些 新 学 科 或 新 分 支 的 发 展 ,进一步 地 ,理论 上 的 突破 、 创 新 与 
完善 又 可 以 用 来 解释 其 他 相关 现象 ,甚至 预测 某 些 现象 的 发 生 .一 
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个 广为人知 的 例子 
方程 的 数值 分 析 预 测 了 海王 星 的 存在 性 ,并 确定 了 海王 星 在 天 空 


中 的 位 置 ， 


是 海王 星 的 发 现 ,1846 年 , 勤 未 累 通过 对 微分 


因而 海 3 


E 星 又 常 被 称 为 “笔尖 上 的 行星 ”. 


Ch A 


第 三 章 ” 常 微分 方程 学 习 和 研究 
中 的 主要 方法 


本 章 联 系 常 微分 方程 学 习 与 教学 ,提出 了 本 学 科学 习 和 研究 
中 体现 较为 重要 和 深刻 的 几 类 方法 . 其 中 “ 慎 思 和 明 辨 的 态度 ”一 
节 指 出 方程 学 习 中 要 善于 提出 问题 ,善于 解决 问题 ,并 构建 自己 的 
知识 体系 ;“ 善 于 分 类 ”一 节 对 常 微分 方程 的 学 习 内 容 作 了 简单 而 
系统 的 梳理 ,总 结 了 常见 的 方程 类 型 .讨论 角度 及 其 基本 解决 思路 
和 常用 方法 ;相互 联系 的 方法 ”一 节 分 别 从 该 学 科 知识 内 在 联系 
和 方程 与 其 他 学 科 的 联系 两 方面 强调 相互 联系 方法 的 重要 性 ;“ 重 
视 概念 的 方法 ”一 节 介绍 了 常 微分 方程 中 概念 学 习 的 主要 方法 ， 
即 :具体 材料 铺垫 、 多 角度 分 析 、 注 重 本 质 ;“ 归 纳 ， 猜测， 验证 ?是 
一 类 研究 的 方法 ,该 节 小 题目 即 给 出 新 课题 研究 三 部 曲 , 并 以 实例 
来 说 明 如 何 进 行 归纳 、 猜 测 、 验 证 . 


§ 3.1 慎 思 和 明 因 的 态度 


《 礼 记 ' 中 庸 ;第 十 九 章 提 到 :“ 博 学 之 ,审问 之 , 慎 思 之 , 明 辩 
之 , 笃 行 之 ”, 讲 的 是 为 学 的 几 个 层次 . 作为 一 门 自然 科学 的 学 习 也 


应 有 同样 的 态度 ,这 里 我 们 仅 讲 慎 思 和 明 辩 . 具体 到 常 微分 方程 的 


学 习 , 即 要 求 我 们 对 所 学 的 基本 理论 和 方法 有 一 种 “ 思 ”“ 辨 > 之 后 
的 认 知 ,而 不 是 简单 的 有 一 学 一 .有 一 说 一 . 再 细致 些 来 讲 , 就 是 要 
。78 。 
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带 着 问题 学 习 , 学 完 之 后 善于 提出 问题 ,当然 提出 之 后 还 要 主动 导 
求 答案 . 譬如 有 结论 是 充分 条 件 , 那 我 们 可 以 考虑 高 条 件 是 否 可 以 
降低 ,如 果 可 以 ,又 可 以 降低 至 什么 样 的 程度 ;有 条 件 是 必要 条 件 ， 


那 我 们 对 其 作 怎 样 的 加 强 可 得 充 要 条 件 . 另 -一 方面 ,所 有 教材 都 是 


由 咏 及 深 、 循 序 渐进 地 介绍 知识 点 ,我 们 除 对 其 作 理解 后 的 接受 
人 人 “联系 ”不 只 是 
结束 后 的 总 结 ,更 是 主动 探 向 未 知 的 触角 . 
2 我 们 在 学 习 n 阶 奇 次 线性 微分 方程 解 的 
结构 时 ,首先 给 出 了 盖 加 原理 , 即 “ 若 xz (D yz (人 为 二 阶 奇 次 


线性 微分 方程 的 解 , 则 > Yazi(D) 也 是 该 方程 的 解 ", 那 么 ,如 果 令 


台 二 n，》2cizilz) 可 否 表 示 方程 的 通 解 昵 ? 显然 这 要 求 04，… sc， 
i=1 


互相 独立 ,形象 地 讲 ,就 是 c, ,…,c, 不 能 互相 函数 表 出 ,也 不 能 够 
互相 消 掉 , 而 要 保证 这 一 点 ,需要 zi (1) ，… ,之 (的 之 中 的 任何 一 个 
都 不 能 用 其 他 函数 线性 表 出 , 即 这 个 解 需 线性 无 关 . 结论 叙述 为 
“车 x1 (2),… yz,(1) 为 有 阶 奇 次 线性 微分 方程 的 个 线性 无 关 解 ， 


则 方程 通 解 可 表 为 Dar 人 .而 有 了 这 个 结论 之 后 ， 我 们 还 需 


要 进一步 提问 : 小 性 相关 与 线性 无 关 有 没有 较为 实用 的 判别 方法 ? 


能 否 找 到 天 险 奇 次 线 性 微分 方程 的 个 线性 无 关 解 ? 方程 除 
Sez, 四 之 让 在 无 其他 形式 的 振 ? 这 些 问题 引导 我 们 对 奇 次 线 


性 微分 方程 解 的 结构 作 更 深入 的 探讨 ; 同 风潮 阁 村 六 才 的 国 思路 和 
意图 有 更 明确 的 把 握 .: 


又 如 在 学 习 识 阶 党 系数 韭 厅 次 线性 微分 方程 解法 时 一 个 和 
简单 且 实 用 的 方法 是 比较 系数 法 ,该 方法 针对 非 奇 次 项 为 多 项 式 、 
指数 函数 和 弦 函 数 乘积 形式 的 方程 非常 有 效 . 其 原因 在 于 初等 函 
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数 中 ;有 且 仅 有 这 几 类 函数 (包括 乘积 ) 求 任意 阶 导数 之 后 仍 具 有 


完全 相同 的 形式 . 搞 清楚 这 一 点 ,在 具体 求解 方程 时 就 可 以 做 到 


“ 因 题 制 宜 ”, 有 的 放 矢 . : 
作为 整 门 学 科 的 学 习 ， 如 此 多 问 ， 并 积极 寻求 答案 ， 不 仅 有 及 
于 我 们 更 好 的 把 握 具 体 结论 的 “ 因 ” 与 “ 果 ? 和 学 科 基 本 的 理论 脉 
络 , 还 可 以 培养 我 们 善于 提出 问题 善于 分 析 问 题 : 苇 示 解决 周二 
的 习惯 和 能 力 . 

例 3-1 举例 说 明 一 阶 微分 方程 解 的 存在 只 一 性 定理 中 的 利 
普 希 兹 条 件 并 非 必要 条 件 . 
解 ”考虑 方程 


0 -一 0， 
de i ,TX0， 
方程 和解:(1)x 二 0,(2)z==e” ;z>0 “(3)z 二 一 e”,z<0. 且 显然 
三 者 互 不 相交 ， 让 
考虑 相应 初 值 问题 
drz_ 10， ‘: z=0, 
人 (na Os 
[z(t )=0, 
可 证 存在 唯一 解 x(#) 三 0. 

另 一 方面 ,| f(z,z) 一 f(t,0) | 二 -|x inz 上 ,因为 lim|In|z 1 ==， 
所 以 不 存在 N>0, 使 得 | f(t,z) 一 ft,0)| 声 N|z|. 即 初 值 问 题 中 
方程 右 端 函数 在 x 一 0 邻 域内 不 满足 利 普 希 效 条 件 , 但 解 仍 存在 

一 ,从 而 连续 加 利 普 希 兹 条 件 为 解 存在 唯一 的 充分 非 必要 条 件 . 

分 析 ”在 应 用 该 定理 证 明 方程 解 的 存在 唯一 性 时 ,我 们 往往 
用 加 强 的 条 件 , 即 f(x,y) 在 [zo 一 a ,zo 十 a]X[yo 一 56,yo 十 5] 上 连 
续 ,关于 .y 的 偏 导 数 存在 且 连 续 . 通过 该 例 可 以 看 到 ,即使 是 一 般 
较 难 验证 的 利 普 希 兹 条 件 也 非 必要 ,从 而 加 强 后 的 更 非 必 要 . 这 样 
的 分 析 可 以 引导 我 们 作 进 一 步 的 思考 , 即 是 否 可 以 找到 更 弱 的 
» 80 。 
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条 件 . | 

例 3-2 举例 说 明 一 阶 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 中 仅 有 
连续 条 件 不 能 保证 解 的 唯一 性 . 

“ 解 考虑 初 值 问题 


pi ;| 
Z(0) 一 0， 

方程 右 端 画 数 处 处 连续 ,但 该 问题 存在 两 个 互 异 解 : (1) z= 
0,(2)z 一 二 即 仅 有 连续 条 件 可 以 保证 解 的 存在 性 (Peano 定理 )， 
但 不 可 以 保证 解 的 唯一 性 . 


注 :Peano 定理 在 右 端 项 连续 条 件 下 得 到 了 和 一 F(z,y) 解 的 


存在 性 结论 ,但 该 定理 不 保证 解 的 唯一 . 事实 上 , 早 在 20 世纪 30 
年 代 ， ;苏联 数学 家 拉 甫 仑 捷 夫 曾 在 矩形 区 域内 构造 了 连续 的 


F(z,y) ,使 只 一 Pr,y) 在 尺 内 经 过 任 一 点 至 少 有 两 条 不 同 的 积 


分 曲线 . 

例 3-3 试 解释 常 微分 方程 中 “ 奇 次 方程 与 < 奇 次 线 性 方程 ” 
中 的 “ 奇 次 ”有 何不 向 . 

解 奇 次 方程 源 于 奇 次 次 函数 .车 二 元 函数 f 对 任意 的 1, 满 足 
f(tzsty) 二 大 f(x,y); 则 称 f 为 k 次 奇 次 函数 ,对 一 般 的 一 阶 常 微 
分 方程 P(z,y)dz 十 Q(z,y)dy 一 0, 车 其 中 了 ,Q 为 同 次 奇 次 函数 ， 
则 称 该 方程 为 奇 次 方程 . 此 时 ， 


PC1, 之 ) 


dy Plz,y) x y 
dx Q(x»y) QQ,2) CT) : 
. 奇 次 线性 微分 方程 则 指 形 如 


.yo 十 aa (Ty™ HL+as (zr)y 十 co(Cz)y 一 0 
1 
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的 方程 , 即 除 未 知 函 数 及 其 各 阶 导 函 数 的 线性 项 外 再 无 其 他 项 . 

在 学 习 中 保持 愤 思 和 明 辩 的 态度 ,可 以 更 大 程度 上 将 课本 的 
知识 内 化 为 自己 的 体系 ,换言之 ,我 们 不 要 被 动 的 接受 式 的 学 习 ， 
而 是 要 主动 的 研究 式 的 学 习 . 从 一 个 新 的 课题 (常常 表现 为 新 的 章 
节 ) 提 出 伊始 ,就 需要 考虑 :@ 所 提 课 题 有 无 理论 或 现实 意义 ;@ 应 
该 怎样 将 原 有 知识 与 该 课题 相 联系 ,进而 达到 解决 问题 的 目的 .有 
的 教材 和 教 辅 就 很 好 地 体现 了 这 一 点 ,每 一 节 后 都 有 几 个 问题 是 
针对 该 节 基本 概念 和 基本 理论 的 理解 , 意 在 让 学 生 通过 自己 的 认 
知 体系 来 描述 看 似 枯燥 无 趣 的 定义 定理 ,并 通过 易 混 淆 的 问题 帮 
助 同学 们 搞 清楚 其 内 在 联系 . 我 们 可 以 在 常 微分 方程 学 习 中 应 用 
类 似 的 方法 和 思路 ,尝试 用 自己 的 语言 描述 自己 对 知识 点 和 知识 
体系 的 理解 ,并 在 该 过 程 中 提出 问题 ,解决 问题 . 


§ 3.2 善于 分 类 的 方法 


大 学 本 ( 专 ) 科 阶段 所 学 《 常 微分 方程 ) 中 并 未 涉及 方程 的 分 
类 ,这 是 一 个 需要 较 多 专业 知识 的 方向 . 我 们 这 里 所 讲 的 善于 分 类 
是 指 要 善于 根据 所 给 问题 进行 分 门 别 类 ,而 这 个 判断 问题 所 属 类 
型 的 过 程 往往 也 就 暗示 了 其 求解 方法 的 类 型 . 同时 ,我们 还 要 善于 
扩大 一 类 问题 的 内 涵 , 达 到 融会 员 通 的 目的 《论语 “ 述 而 }》 中 讲 : 
“ 举 一 隅 不 以 三 一 反 , 则 不 复 也 ”, 也 就 是 这 个 道理 

具体 到 常 微分 方程 学 科 , 可 以 掌握 以 下 几 点 : 

对 于 能 求解 的 方程 类 型 ,主要 是 掌握 其 求解 方法 . 一 般 来 讲 ， 
常 系数 线性 微分 方程 与 方程 组 均 能 求解 ,线性 变 系数 高 阶 微分 方 
程 与 方程 组 即 非 线性 方程 与 方程 组 能 直接 求解 的 则 很 少 .对 于 可 
求解 的 微分 方程 ,常用 的 方法 有 初等 积分 法 、 常 数 变易 法 、 欧 拉 指 
数 法 .比较 系数 法 、 拉 普 拉 斯 变换 法 .变量 代 换 法 等 . 其 中 初等 积分 
法 用 于 变量 可 分 离 的 微分 方程 ,常数 变易 法 用 于 求解 非 齐 次 线性 
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微分 方程 及 方程 组 , 欧 拉 指数 法 用 于 求解 高 阶 常 系数 齐 次 线性 微 
分 方程 ,比较 系数 法 用 于 确定 非 齐 次 项 为 多 项 式 函 数 、 三 角 函 数 、 
指数 函数 及 其 乘积 形式 的 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 一 个 特 
解 ; 拉 普 拉 斯 变换 法 则 适用 于 求解 常 系 数 线性 微分 方程 或 方程 组 
初 值 问 题 . 从 以 上 分 析 可 知 :要 求解 所 给 方程 ,一 般 是 先 判断 方程 
所 属 类 型 ,进而 根据 类 型 选择 适当 的 方法 .. 需 要 说 明 的 是 ,很 多 时 
候 方程 类 型 不 易 直 接 判断 ,而 需 通过 一 定 的 转化 方 可 .如 李 卡 还 方 


程 虹 =P(z)y Q(z)y 十 Rtz) 不 属于 以 上 任何 一 种 可 解 的 类 


型 ,但 我 们 只 需 找 到 方程 的 一 个 特 解 y。 (zo) ,并 作 变 换 ?一 * 二 yo， 
方程 就 变 为 伯 努 利 方程 ,再 次 经 过 变量 变换 可 得 线性 微分 方程 , 即 
化 为 可 解 的 形式 . 

对 于 一 般 的 微分 方程 ， 要 掌握 其 解 的 基本 性 质 及 讨论 方法 从 
性 质 来 讲 , 常 微分 方程 中 主要 涉及 初 值 问题 解 的 存在 唯一 性 、 解 对 
初 值 或 参数 的 连续 依赖 性 、 解 的 估计 、 奇 点 的 分 类 与 判别 .周期 解 
与 极限 环 的 存在 性 与 判别 、 解 的 稳定 性 等 . 从 所 用 方法 上 来 讲 , 主 
要 用 到 了 逐次 逼近 法 .微分 积分 不 等 式 法 .定性 分 析 法 、Y 函数 法 . 
其 中 逐次 到 近 法 通过 构造 一 致 收敛 的 函数 列 来 讨论 解 的 存在 性 ， 
同时 也 给 出 了 一 定 精度 要 求 下 一 阶 微 分 方程 及 方程 组 初 值 问题 求 
近似 解 的 基本 思路 ;微分 积分 不 等 式 法 主要 用 于 解 的 估计 ;定性 分 
析 法 是 19 世纪 由 法 国 数学 家 庞 加 莱 提 出 的 ,主要 用 于 奇 点 \ 极 限 
环 与 平面 图 貌 的 讨论 ;V 函数 法 由 俄国 数学 家 李 亚 普 诺 夫 提出 , 基 
本 思路 是 通过 构造 的 了 函数 及 其 全 导数 的 性 质 来 判断 不 能 或 不 
易 直 接 讨 i 论 的 方程 解 的 稳定 性 问题 . 这 些 方法 的 共同 点 在 于 根据 
方程 的 特 ， 点 而 不 是 具体 求解 来 判断 解 的 性 质 . l 
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§ 3.:3 相互 联系 的 方法 ” 


相互 联系 的 方法 即 在 学 习 过 程 中 不 是 一 个 又 一 个 知识 点 的 简 
单 堆砌 ,而 是 在 每 学 过 一 部 分 内 容 后 像 串珠 子 一 样 将 该 部 分 连接 
EE 内 化 但 尚未 完善 的 知识 体系 ,即将 各 部 分 有 机 地 内 化 
与 结合 . 在 这 个 过 程 中 ,不 仅 可 以 实现 各 知识 点 的 更 深 一 步 理解 ， 
还 可 以 有 助 于 相关 知识 体系 的 构建 

在 用 初等 积分 法 求解 微分 方程 部 分 ,教材 上 介绍 了 很 多 方法 ， 
分 别针 对 变量 分 离 方程 . 齐 次 方程 及 可 以 化 为 齐 次 方程 的 形式 、 线 
性 方程 .恰当 方程 等 ,但 各 种 方法 综合 后 发 现 最 终 都 是 为 了 化 为 可 
以 积分 的 形式 ,而 实现 的 过 程 则 是 用 到 了 不 同类 型 的 变量 变换 . 再 
如 一 般 教 材 都 是 先 介绍 高 阶 线性 微分 方程 ,再 介绍 一 阶 线性 微分 
方程 组 ,但 对 于 前 者 , 均 可 以 做 变换 后 化 为 后 者 的 形式 . 事实 上 ;对 

2 十 ai (ED + 十 a CD z= GD » 


令 Zl 二 zyX2 二 Xx，… ;Xs 二 XD? 有 

Xl 0 1 0 PR 2 

EE 0 0 1 0 ||zs 

; |=|: : ;+t 

ee 0 0 0 pe | ee 0 

By a Dat) a a |lz, | | Fop 
从 此 可 以 看 出 ,n 阶 线性 微分 方程 可 以 作为 一 阶 线性 微分 方程 组 

沟 特殊 情况 ,而 且 由 形式 出 发 ,可 以 得 到 一 阶 线 性 微分 方程 组 解 的 
存在 唯一 性 ` 解 的 基本 结构 等 基本 理论 会 包含 阶 线性 微分 方程 


的 相关 结论 , 即 两 者 体现 出 由 形式 到 内 容 的 统一 . 再 如 在 解 的 线性 
相关 (线性 无 关 ) 性 判定 中 ,有 一 个 重要 工具 是 朗 斯 基 行 列 式 , 该 行 
列 式 针对 n 阶 线性 微分 方程 的 定义 为 :车 z1(t),… ,zx,《) 是 方程 
的 解 , 则 称 
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Zi1(t) ZX2lt) . 人 2 
WO= Se Zz (2) 0 EE 
zx-D (2) ES (2) 下 ZTD (2) 


为 z1 (2) ,…,z,(2) 的 朗 斯 基 行 列 式 ;而 对 于 ZX’ 二 A(z)z 二 f(z) 的 
定义 为 :车 zi (2) ,… ,Znt0 为 上 述 方程 组 的 解 , 则 称 

W(D)=detLz (2) ,+ ,zx, Ct)] 
为 z1 C2),…,z, (2) 的 朗 斯 基 行 列 式 . 从 形式 上 来 看 ,二 者 是 不 同 
的 :前 者 是 纯 量 函数 组 各 阶 导 函数 构成 的 行列 式 , 后 者 则 是 向 量 范 


数 构成 的 矩阵 相应 的 行列 式 ,但 在 方程 转化 为 方程 组 的 过 程 中 ,所 
作 变 换 为 


x1 (2) z(t) 
_ |z2 C2) z(t) 
过 二: pe » 
z(t) zDD (CE) 
变换 后 方程 组 的 n 个 解 为 
it 
Ti( 世 一 二 5 一 1 2，…)72 
区 D(z) 
则 相应 的 朗 斯 基 行 列 式 为 
T(t) zalt) .x(t) 
WO) =detLz Ga CD] 一 Zr 2 Tei) .rr 2) 


EE (人 zerD(t 
从 此 我 们 可 以 看 到 ,两 次 定义 的 朗 斯 基 行 列 式 是 一 致 的 ,而 前 者 不 
过 是 后 者 的 特殊 情况 . . 
联系 和 统一 的 方法 不 仅 是 一 门 学 科 各 知识 点 的 联系 与 统一 ， 
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而 且 还 有 该 学 科 与 其 他 学 科 之 间 的 联系 . 常 微分 方程 作为 一 门 分 
析 类 学 科 , 与 之 联系 最 为 密切 的 是 数学 分 析 , 无 论 是 基本 理论 的 推 
导 , 还 是 具体 的 运算 过 程 ， 都 离 不 开 数 学 分 析 做 为 工具 . 下 举 两 例 
说 明 : 

一 阶 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 是 常 微分 方程 中 一 个 重要 
的 基本 结论 ,其 解决 思路 是 构造 一 致 收敛 的 Picard 列 , 该 函数 列 
的 极限 函数 即 为 要 求 的 解 ,一 致 收敛 的 作用 在 于 保证 求 积 分 与 求 
极限 顺序 的 可 交换 性 ,该 结论 即 为 数学 分 析 中 级 数理 论 的 内 容 . 再 
以 刘 维 尔 公式 为 例 ,结论 为 :对 于 方程 组 xz’ 二 A(z)z, 其 任意 个 
解 2 Ct) ,… ,zx, (2) 所 构成 的 朗 斯 基 行 列 式 三 ( 妨 必 满足 

W’ (D+[an (2) +aw t+-ta, (#) JW) =0, YE a,b], 
其 中 az 2) 为 A(z) 的 对 角 线 元 素 . 在 该 公式 的 证 明 中 需 对 W(z) 求 
导 , 但 一 般 形 式 的 行列 式 函 数 直 接 求 导 是 不 现实 的 ,这 时 需要 用 到 
数学 分 析 中 的 复合 函数 求 导 方法 , 即 引 进 中 间 变 量 5by = 二 zj (2) ,将 
殉 看 作 以 51 ,pz，… Sb ne al 
并 应 用 复合 函数 求 导 公式 ,得 

Z(t) (的 Pa an 


W’(1)= a bt 人 二 Ee Se 2 


Ce) oe rps) X(t) nl 

再 由 zi( 轨 是 原 方程 组 的 解 , 代 和 人 可 得 要 证 的 结论 . 

常 微分 方程 还 与 高 等 代数 .解析 几何 等 课程 紧密 相关 ,与 前 者 
沟 联 系 主要 体现 在 方程 组 的 基本 理论 部 分 , 即 以 矩阵 、 向 量 表示 方 
程 和 方程 的 解 ,与 解析 几何 的 联系 则 主要 体现 在 两 个 方面 :一 是 微 
分 方程 来 源 于 现实 问题 ,而 在 描述 一 些 几何 问题 时 也 往往 会 得 到 
微分 方程 ,如 “ 求 曲 线 , 使 其 上 任 一 点 的 切线 与 该 点 的 径 向 夹 角 相 
等 ”等 ,此 类 问题 也 包含 一 些 与 生产 实践 紧密 相关 的 几何 体 设计 问 
题 ,如 飞行 器 设计 、 镜 面 设计 等 ,当然 ,这 些 问题 在 模型 化 为 微分 方 
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程 的 过 程 中 往往 用 到 光学 ,力学 等 知识 . 二 是 微分 方程 描述 的 是 自 
变量 函数 及 其 导 函 数 之 间 的 关系 ,方程 求解 即 求 适当 的 函数 使 其 
满足 给 定 的 关系 ,而 表示 函数 的 一 个 重要 工具 即 为 几何 的 方法 ,所 
se 
性 ,极限 环 等 . : 


§ 3. 4 重视 概念 的 学 习 


概念 是 人 们 对 事物 本 质 的 认识 ,是 逻辑 思维 方 的 最 基本 单元 
和 形式 . 人 们 对 于 真理 的 认识 , 即 是 在 一 系列 概念 的 形成 中 ,在 概 
念 的 不 断 更 兰 和 运动 中 ,在 一 个 概念 向 另 一 个 概念 的 转化 中 实现 
的 . 作为 常 微 分 方程 的 学 习 , 也 必然 会 遵循 这 一 规律 . 重视 概念 的 
学 习 , 是 常 微分 方程 学 习 中 的 重要 环节 . : 

概念 最 基本 的 特征 是 它 的 抽象 性 和 概括 性 . 举 个 例子 ,我 们 知 
道 , 微 分 方程 是 紧 随 微 积分 理论 的 产生 而 产生 的 ,在 微 积分 理论 中 
有 一 个 非常 重要 的 概念 , 即 极限 . 人 类 在 认识 无 限 事物 的 趋向 时 形 
成 了 模糊 的 ,感性 的 极限 定义 ,这 种 直观 定义 渐渐 不 可 以 继续 满足 
数学 理论 发 展 的 要 求 . 后 来 ,牛顿 和 莱 布 尼 茨 分 别 在 几何 直观 基础 
上 给 出 了 极限 的 描述 性 定义 ,这 种 定义 比较 容易 被 人 们 所 接受 ,但 
仍 没有 定量 地 给 出 两 个 无 限 过 程 之 间 的 联系 , 故 不 可 以 作为 分 析 
理论 的 逻辑 基础 .19 世纪 ,维尔 斯 特 拉 斯 提出 了 极限 的 e 一 N 定 
义 , 即 用 s 和 六. 两 个 变量 来 刻画 两 个 无 限 趋 近 的 过 程 .在 e 一 NN 定 
义 中 ,将 本 来 “极限 ”这 一 定性 的 问题 用 e 和 六 两 个 定量 的 指标 来 
描述 , 自 此 ,e 一 N 定义 称 为 极限 判定 的 通用 准则 ,而 微 积分 理论 也 
有 了 坚实 的 理论 基础 . 

在 常 微分 方程 中 重视 概念 的 学 
把 握 : 

首先 ,抽象 概念 的 学 习 需 要 具体 材料 作 铺 热 . 换言之 ,通过 形 


习 , 可 以 从 以 下 用 个 方面 来 
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象 的 方式 进行 分 析 、 综 合 、 比 较 , 是 理解 概念 的 有 效 途 径 . 如 常 微分 
方程 这 一 概念 , 即 由 一 个 自 变量 \ 未 知 函 数 及 未 知 函 数 的 导数 (或 
微分 ?组 成 的 关系 式 , 可 以 举例 如 下 : 

x (P)+r (2) =sint et， 
内 含 一 个 自 变量 ,未 知 函数 z(z) 及 未 知 函数 的 导数 xz (2) , 故 为 
常 微分 方程 ;2z? (1) 十 z(t) 二 sint, 其 中 有 自 变量 1 和 未 知 函 数 


z(D ,但 并 无 未 知 函 数 的 导数 或 微分 , 故 不 是 常 微分 方程 ;3 一 


如 , 其 中 尽管 含有 未 知 商 数 “及 其 导 函 数 ,但 其 中 有 两 个 自 变量 x 


和 z, 故 不 是 常 微分 方程 ,事实 上 ,这 类 方程 称 为 偏 微 分 方程 .再 如 
奇 点 的 概念 ,可 举例 如 下 ， 


对 于 常 微分 方程 紧 一 f(z,z), 奇 点 即使 得 F(t,z) 一 0 的 点 ， 


此 时 和 获 0, 体 现 为 在 该 点 处 向 量 场 的 方向 不 确定 . 


其 次 ,对 概念 的 把 握 可 以 变换 角度 ,多 方 说 明 , 常 用 的 方法 有 
文字 说 明和 图 像 说 明 两 种 . 如 解 的 稳定 性 和 渐 近 稳定 概念 ; 


绎 Fe,z) 零 解 稳定 是 指 对 任意 的 *>0, 存 在 3>0, 对 任意 


de pees) 
的 zo: | ze 并 < dz ”的 解 z() 满 足 上 ze <e yz 
(zi) 一 2o 


加; 零 解 浙 近 稳定 则 指 在 稳定 基础 上 又 存在 >>0, 使 当 ‖zo < 


de yo, 7) 

| de 的 解 = 满足 lim z() 一 0. 以 上 是 两 个 概念 的 

z(t0) —zo a 

文字 表述 ,其 图 像 说 明 可 见 第 一 章 图 1-2. 文字 描述 和 图 像 说 明 

各 有 优点 ,所 以 应 用 时 往往 有 所 侧重 ,前 者 的 特点 在 于 其 理论 

的 严密 性 , 故 主要 用 于 判断 证 明 ( 往 往 是 正面 的 结论 ); 后 者 
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的 主要 特点 是 其 直观 性 和 形象 性 , 故 主要 用 于 比较 或 否定 性 判 
定 . 事实 上 ,无 论 是 在 常 微分 方程 还 是 在 大 学 数学 的 其 他 分 科 
中 ,对 于 概念 的 描述 和 学 习 往往 是 以 上 两 种 方法 综合 运用 的 . 
最 后 ,对 于 概念 的 把 握 一 定 要 突出 其 本 质 特征 . 举 一 个 简单 的 


例子 ,F(z,y, 香 ,9 一 0 的 通 解 是 指 合 及 个 独立 的 任意 党 


数 c1,cs，… ,cs 的 解 y 二 glz,ci ,co，…,cn) ,其 中 最 本 质 的 特征 是 . 
“独立 ”, 即 表达 式 中 的 个 任意 取 值 的 常数 不 可 以 互相 影响 (否则 
至 少 一 个 c 可 用 其 他 表 出 ) ,也 不 可 以 互相 消 掉 . 

常 微分 方程 中 有 很 多 和 概念, 这些 概念 或 者 直接 指出 了 常 微分 
方程 及 其 解 的 外 在 特点 ,或 者 作为 一 个 刻画 指标 描述 方程 及 其 解 
的 性 质 . 在 常 微分 方程 中 重视 和 加 强 概念 的 学 习 , 不 仅 可 以 加 深 对 
概念 本 身 的 理解 ,更 有 助 于 由 点 及 线 地 构建 起 自己 的 知识 体系 . 


§ 3.5 归纳 .猜测 .验证 


严格 来 讲 , “归纳 * 猜测 * 验证 ”三 部 曲 并 不 是 一 种 学 习 的 方 
法 ,而 是 一 种 研究 的 方法 . 对 于 高 等 院 校 的 学 生 而 言 ,学 习 并 非 只 
意味 着 被 动 地 接受 知识 ,而 更 在 于 研究 式 学 习 思 维 的 培养 和 发 展 ， 
所 以 我 们 在 各 门 功课 的 学 习 中 就 应 该 有 意识 地 强化 这 种 理念 . 具 
体 来 讲 , 要 求 我 们 带 着 问题 学 习 , 由 已 知 的 相关 知识 归纳 猜测 该 问 
题 的 结论 ,然后 进行 理论 验证 . 当然 , 现 有 教材 及 教 畏 书 出 于 体 
系 的 完整 性 和 系统 性 要 求 , 都 会 循序 渐进 、 环 环 相 扣 地 给 出 由 简 到 
繁 的 结论 ,但 在 这 些 结论 的 发 现 过 程 中 , “猜测 ?发挥 了 重要 的 作 
.高 斯 曾 称 他 的 许多 结果 就 是 利用 归纳 法 猜 到 的 ,而 “证 明 只 是 
补 行 手续 而 已 ”. 举 个 例子 ,已 知 导数 的 物理 原型 是 瞬时 速度 ,与 卉 
紧密 相关 的 一 个 物理 概念 是 平均 速度 ,由 二 者 的 关系 ,我 们 可 以 得 


到 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 物理 描述 雏形 ;再 如 著名 的 费 马 大 定理 , 即 
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Zz' 十 yy 二 (n€EN,n 之 2) 在 自然 数 中 无 解 , 该 定理 由 费 马 在 17 世 
纪 提出 ,但 直到 1993 年 才 得 到 了 证 明 . 还 有 一 些 猜 神经 过 大 量 的 
数据 论证 是 正确 的 ,但 至 今 无 法 给 出 严密 的 理论 证 明 , 如 哥 德 巴赫 
猜想 等 . 需要 说 明 的 是 ,无 论 这些 猜 想 是 否 已 经 得 证 ,对 其 进行 逐 
步 深入 研究 的 过 程 都 会 在 不 同 程度 上 推动 该 学 科 的 发 展 . 
例 3-4 试 讨论 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 
Zz +a r+ ta (r=0 
的 线性 无 关 解 的 个 数 , 并 证 明之 . 
分 析 已 知 非 齐 次 线性 微分 方程 通 解 为 
EA nn 
其 中 z (2) ,… ,z(t) 为 相应 齐 次 线性 微分 方程 的 任意 = 个 线性 无 
关 解 ,z(z) 为 非 齐 次 线性 微分 方程 本 身 的 任 一 特 解 . 易 证 工 (2)， 
Zz) 十 ZC) ，… ,za(t) 十 Z() 为 原 方程 的 x 十 1 个 线性 无 关 解 ,所 
以 不 芒 猜 测 其 线性 无 关 解 的 个 数 即 为 x 十 1 个 .下 证 明之 . 
证 明 首先 证 明 方程 存在 * 十 1 个 线性 无 关 解 . 
如 上 记 za C62,… ,z(t) ,xC2), 则 (2) ,zi C2), 十 区 (1),…， 
za() 必 线性 无 关 . 否则 ,存在 不 全 为 0 的 常数 &o ,ki ;….,&, ,使 得 
kozlt) tk Lz +z) J+ Lz (+z 1=0, 


即 
局 (十 …… 十 zs( 汶 十 (如 十 下 十 … 十 起 ) 交 (区 一 0 


首先 , 22 一 0 ,否则 ,有 地 (0) 一 一 一 一 hz; 为 齐 次 线性 广 
人 由] 二 | 
程 的 解 ,矛盾 . 又 因为 zi (2) ;…, zx, (?) 线 性 无 关 , 所 以 三 … 二 
名 一 0, 从 而 又 有 二 0, 与 假设 相 矛 盾 .. 
接 下 来 证 明 只 有 ?十 1 个 线性 无 关 解 . . : 
假设 有 Zz1 (2) ,zs C2) ,… ,Zn+1(t) ,waz+2 《2) 为 原 方程 的 解 且 线 
性 无 关 , 则 Zz1 (8) 一 zwrz C2) ,xz (2 一 Za (2) ye, Tri (2) — zs Ct) 


= 00 。 


为 相应 齐 次 线性 方程 的 解 , 且 同样 线性 无 关 . 事实 上 '" 若 线性 相关 ， 
则 存在 k1 ,ke ，,… st 不 全 为 .0 ;使 得 3 
ki[Lzxi (Ct)— z+2 C2)] + Ra Lr Ct) zt (2) +. 
thrniLzri(t) — zr (1]=0. 


即 
hzi (thr (Dr (DO— 十 二 hh ) cat Ct) =0, 
则 za C2) sxe (2) ,7 Tat CE) Tn (2) 线性 相关 ,矛盾 . 
又 因为 n 阶 齐 次 线性 微分 方程 线性 无 关 解 的 个 数 为 n ,矛盾 . 
综 上 所 述 ,n 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 线性 无 关 解 有 且 仅 有 ?2 十 
例 3-5 讨论 ” 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 任意 两 个 基本 解 组 的 
朗 斯 基 行 列 式 之 间 的 关系 . 

分 析 ”用 刘 维 尔 公式 易 知 齐 次 线性 方程 的 任意 个 解 所 构成 
的 朗 斯 基 行 列 式 W(2) 满 足 方程 

WD Ha WO =0. 

由 已 知 ,WW(2) 关 0, 此 时 求解 上 述 方程 有 


aa Cd 


1 个 


W(t)= Ce (CFA. 

又 任意 两 个 基本 解 组 的 朗 斯 基 行列 式 即 为 上 述 方程 的 任意 两 
个 解 , 易 看 出 两 者 相差 一 个 不 为 零 的 常数 因子 . 

证 明 . 设 方程 一 基本 解 组 为 x ,x:，…, zx,， 其 朗 斯 基 行 列 式 
相应 的 矩阵 记 为 gC2). 设 方程 男 一 基本 解 组 为 x ,zz ,，… ,zx ,其 朗 
基 行 列 式 相应 的 矩阵 记 为 g(2). 则 

Pl)—=p(DC, 
其 中 C 为 常数 矩阵 , 且 detC 天 0, 从 而 
detg(t)=dety(t) » detC. 
所 以 两 个 基本 解 组 的 朗 斯 基 行 列 式 之 间 相 差 一 个 不 为 零 的 常数 
因子 . 
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” “需要 特别 指出 的 是 ,由 归纳 所 得 的 猜测 性 结论 因为 只 能 源 于 
不 完全 归纳 ,所 以 必须 对 猜测 的 结论 加 以 严密 的 理论 证 明 . 同时 ， 
因为 “猜测 ”是 一 种 以 直觉 为 基础 的 非 逻 辑 形态 思维 ,所 以 较 之 传 
统 的 思维 方式 更 能 培养 我 们 的 创新 意识 ,提高 创新 能 力 . 
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第 四 章 。 常 微分 方程 中 常用 
的 解 题 方法 


在 本 章 中 ,我 们 总 结 了 常 微 分 方程 中 常用 的 几 类 解 题 方法 ， 
具体 包括 变量 分 离 的 方法 、 常 数 变 易 的 方法 、 积 分 因子 的 方法 、 待 


定 系数 与 系数 函数 的 方法 、 特 征 方程 与 特征 根 法 、 参 数 的 方法 、 升 


阶 的 方法 、 降 阶 的 方法 等 . 这 些 方法 大 部 分 是 比较 常规 的 但 却 又 是 
行 之 有 效 的 方法 ,在 应 用 时 ,我 们 应 该 根据 具体 题目 选择 不 同 的 
方法 . 


34.1 变量 分 离 的 方法 


一 阶 常 微分 方程 求解 有 两 个 重要 方法 :一 是 变量 分 离 的 方法 ， 
二 是 全 微分 方程 及 积分 因子 的 方法 . 其 中 前 者 是 通过 适当 的 变形 
及 变换 ,将 自 变量 . 自 变量 的 籁 分 和 因 变 量 、 因 变量 的 微分 分 别 志 
于 方程 的 两 端 ,然后 分 别 选 行 积分 即 可 得 方程 通 解 ;后 考 则 是 寻求 
适当 的 积分 因子 ,将 方程 化 为 通 解 的 恰当 微分 方程 ,进一步 得 
通 解 

可 化 为 变量 分 离 方 各 的 类 型 包括 齐 次 微分 方程 牧 - &( 之 )， 


防 dy _ az 十 忆 7 十 ca 
形 如 地 De 的 方程 等 . 
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例 4-1 ， 求 方程 9 一 2zy 的 通 解 


ba 


解 ?一 0 是 解 ; 若 y 关 0, 分 离 变量 ， 得 时 一 2zdz, 丙 端 分 别 
机 ,得 四 1y | 之 二 所 册 原委 通 角 为- ce tc 风 
例 4-2 “求解 方程 性 一 艺 十 tan 之 ， 


解 令 之 = … 则 嵌 二 至 十 w 代 人 原 方程 得 z 至 一 


tanustanu 一 0 着 佣 : tanu 天 0 时 ， 分 离 变 量 , 得 cotudu 一 二 de 分 
别 积分 ， 有 In| sinz | 一 站 | = |+-c, 整 理 , 得 通 和 sinz 一 cz(c E R), 
代 人 原 变量 ,得 原 方程 通 解 sin 学 = crlc € RR). 


:dy y+ 
. 例 4 3 求 方程 开 生 二 了 的 通 解 
Re 人 
解 令 RS 
上 
了 3 
得 _1 
和 y Es 
和 一 了 十 于， ee 
作 变换 . 则 原 方程 化 为 
了 0 se 
2_Y 
ee XxX 
dX XK-2Y TY 
X 
人 Lo, > 
和彦 志 ,得 
td 
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du Es pi 
4 “2 
分 离 变量 ,可 得 其 通 解 刀 一 zx 十 1 一 cX- , 代 回 原 变量 ,并 整理 ,得 
原 方程 通 解 


xX 


i 让 sp c(c € R). 
3 上 
例 4-4 求解 方程 入 一 25 十 325 二 


3z:y 十 2y° 一 多 
解 ” 原 方程 可 化 为 
dy _ ydy 27’ 二 3y 十 1 
dz’ xdzr 3z2 十 2 只 一 1 


令 交 二 了 ,zx? 二 XX, 得 
dY _ 2X+3Y+1 
dx 3X+2Y—1 


同 例 4-3, 进 行 两 次 变量 变换 得 变量 分 离 方 程 , 求 其 解 , 并 代 
回 原 变量 ,得 原 方程 通 解 为 
a zx 十 2) 一 c(z2 十 入 )(c € R). 


§ 4.2 常数 变易 的 方法 


本 书 第 一 章 中 已 经 讲 到 ,常数 变易 的 思想 是 常 微分 方程 学 科 


所 特有 的 一 种 思想 ,是 连接 非 齐 次 线性 微分 方程 (组 ) 与 相应 齐 次 


线性 微分 方程 (组 ) 的 桥梁 . 利用 常数 变易 , 可 将 求解 未 知 函 数 
xz() (或 向 量 函 数 X(2)) 转化 为 求解 未 知 函 数 .clz) (或 向量 函数 
C(b). 常数 变易 法 是 求解 非 齐 次 线 性 微分 方程 (组 ) 的 一 种 重要 
而 特别 的 方法 . 


例 4-5 求解 方程 时 一 工 二 cost 
解 相应 齐 次 线性 微分 方程 通 解 为 有 


Z(t) = cleh 十 cae : 
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常数 变易 知 , 原 方程 通 解 形 如 


并 (一 cl (be a0De 和 
代入 原 方程 ,得 
c(t) = ecost 
cz"( 一 一 于 ecost 
求解 ,得 
C CD 1 ecost 和 e'sint 二 +k 
E 4 1 4 13 
cz (tt etcost 和 esint 十 天 > ， 
所 以 原 方程 通 解 为 


Z(t) 一 cie' 十 cze 一 了 os 
a dx [2 1). 0 ] ， 
例 4-6 求 方程 组 虹 一 十 | -| 满足 初始 条 件 
0% 2 ez 
X(0) = | 1 | 


2 


| aaa 


图 这 史 | 
zx) cae 


现 用 常数 变易 法 求 原 方程 组 的 特 解 . 设 


a Zz1(7) ez! te 
= c1(2) 二 cz(t) ， 
0 er 


Zz (区 


代 人 原 方程 组 ,得 | | 一 | 
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Ba 
cz (t) 及 
所 以 原 方程 组 通 解 为 
le 国 E 5 
zDD) lo) (ee 
代 人 初始 条 件 , 解 得 = 1;cs 三 一 1， 
从 而 所 求 特 解 为 


2 . 
一 全 十 aa 


上 十 cz 


8 ™| 
So 
— 


; Ty 3 
司 | < FT te? 二 +e? 
x2 lt) . 


te2t — er 


§ 4.3 ”积分 因子 的 方法 


形 如 MCzsy)dz NCzy)dy 一 0 的 一 - 阶 微分 方程, 因为 其 中 
z 和 y 的 地 位 对 等 性 ,所 以 较 之 于 一 阶 微分 方 各 的 常见 形 式 虹 一 
zy) 更 具有 一 ed 一 般 性 . 若 在 该 
方程 中 有 2 一 如 , 则 存在 wz, ,使 得 duCz1y) = Mrs de 


i de Be 
一 C. 当然 大 部 分 的 方程 并 不 是 恰当 微分 方程 ,但 我 们 可 以 寻求 与 
其 同 解 的 恰当 微分 方程 , 即 可 以 寻求 积分 因子 w(z,y) ,使 得 同 解 
方程 JMdz 十 LNdy 一 0 为 恰当 微分 方程 . 积分 因子 的 方法 为 求解 
一 般 的 一 阶 微分 方程 提供 了 一 种 全 新 的 思路 ，- 

积分 因子 的 方法 从 本 质 上 来 讲 是 一 种 化 归 的 方法 ,即将 非 恰 
当 方程 化 归 为 恰当 微分 方程 . 一 般 形 式 的 积分 因子 不 易 求 得 ,但 我 
们 可 以 从 方程 特点 出 发 ,寻求 具有 特殊 形式 的 积分 因子 . 
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结论 1 存在 只 与 有 关 的 积分 因子 


, 2M_3N : 
pn) 型 一. 站 
证 明 pz 为 积分 因子 全 2 2 on gy 
aM_aN ; 
(于 - 台 ye 于 = 开 二 于 后 只 与 < 有 关 ， 


例 4-7 用 积分 因子 法 求解 一 阶 线性 方程 52 二 PC2)y 
十 QGz). ry 
解 ” 原 方程 可 写 为 
Te ol a0 
7 aM_aN 


其 中 M=P(Dy+Q(DsN 所 以 2 az 一 PCz) 只 与 
“有关 可 导 吏 分 因子 wo ,人 和 


EC pdr, 
a 本 训 
积分 ,得 
pe lee 
与 原 方程 通 解 的 恰当 微分 方程 为 


Pz) ye rerdz + ras ody = 0， Ee 
求 其 通 解 为 ee 2 ee 
本 Pod i es 
ht 
a eit [aopepeeaa El 
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aM _aN 


结论 2 存在 只 与 有 关 的 积分 因子 p(w 全 
= VV(y). 六 
例 4-8 求解 方程 dz 二 Ga 一 0. 


人 
所 以 可 寻求 形 如 p(y) 的 积分 因子 ,代入 ,得 Ly) 一 - 广 , 训 与 方 
Ee - a 
| 了 az 二 二 yb 


求 其 通 解 为 
| ly 
结论 3 ff ge 的 要 了 
aM_aN : 
名 一 各 一 5 仅 是 pz) 的 沙 数 . 
N 22 一 M2e 
de ay 
证 明 Rp 为 积分 因子 ， i 
则 0 
aM aN、. .jar 9 了 Le 
HD 一 3) Ca N 3e), 
义 因 为 
ae 二 dg， 29 :dp di ig a 
9y dy 9y’ 9x 2 az” 
所 羽 . 
aM_aN 区 3 
(5 3 《4 一 N i 
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常 微分 方程 的 思想 与 方法 


即 . 
de MAN 
dp_ 93y az 
天 N29— M3e 
3z、 


若 左 端 仅 为 p 的 函数 ， 则 右 端 也 必 仅 为 9 的 国 数 ， 
夺 同 以 上 推理 ,车 右 端 仅 为 的 函数 ， , 则 左 端 也 必 仅 为 9 的 函数 . 
例 4-9 求 方程 MC(z,y)dz 十 NC(z,y)dy 一 0 有 如 下 形式 积 


分 因子 的 充 要 条 件 .、 
(Du(z 土 y) Gp) . 4 
(9p) (pl Ey) 


(Sp ys) (cp 为 常数 ) 
解 (1) 取 9 一 z 士 ,此 时 3 
aM aN 


所 以 充 要 条 件 为 2 二 为 了 上 > 的 函 肯 


C7 
(2) 取 g 二 zy, 此 时 39 一 了 3 yr 


oaM aN 和 et 四 
所 以 充 要 条 件 为 8 一 禾 为 芭 的 函数 “ 


lapg_iy 
(3) 取 9 一 六 下 时 9 工 ,22 一 一 世 ， 


"az 位 
区 去 
所 以 充 要 条 件 为 一 5 一 于 一 ， 为 艺 .的 函数 
一 NM 
zx De ob 
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aM .3aN 


所 以 充 要 条 人 为 5 一 2 为 z 士 的 画 数 


人 WN 如 = Bry Pr， QT ye, 
aM_aN | 


ax A 
所 以 这 要 条 件 为 -82 为 = 的 函数 . 


应 用 积分 因子 法 求解 微分 方程 时 ,我 们 往往 需要 对 方程 中 出 
现 的 和 进行 分 项 组 合 ,然后 每 一 部 分 分 别 应 用 以 上 结论 ,得 每 一 部 
分 的 积分 因子 ;进一步 得 原 函 数 ,然后 利用 每 一 部 分 的 积分 因子 和 
原 函 数 进行 组 合 得 各 前 分 公共 的 积分 国志， 并 可 求 原 方程 的 原 
函数 . -: ，:，: 
例 4-10 用 积分 因子 法 求解 方程 . 
(3zy? —2y)dz++ (zy 十 z)dy = 0. 
解 。” 原 方程 可 化 为 
(3zy’dr+ zy dy) — (2ydzr — zdy) 一 0， 
记 M, = 3zy’, Ni = zt ,Ms = 2y, Ns —~z; 则 
aM; aN, 
9 93x 


区 


只 与 > 有关 ,可 求 得 相应 Re 原 函 数 为 


CR 二 本 z a 


aM, _ aN; 

2 2 一 一 过 只 与 z 有 关 , 可 求 得 相应 的 积分 因子 为 wz) 

= 忆 相 记 原 函 数 为 、 
I wlz,y) = Ey 

取 pCu) 三 tw ,em) 一 CS Ca 二 ,出 3 
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LAT1Y) = pupilu) = pg (uz) < 到 


可 得 与 原 方程 同 解 的 微分 方程 - 
Ty (3zy2 一 2y) dz + zy Ciy" 十 zdy =.0. 
求 其 通 解 为 u(x,y) 一 x'y 一 zy-! 一 c, 该 式 即 为 原 方程 的 通 解 . 
例 4-11 ”用 积分 因子 法 求解 方程 
(5zy — 3y°)dzr (3z’ —7zy’)dy = 0. 
解 ” 原 方程 可 写 为 ! 
(5zydz+ 3z:dy) — (3y’ dr?zy’dy) = 0,. 
记 RM 5zy, N; 3z,M, = 3y’ ,N= 77ry’; 则 -. : 
aM aN, 5 


人 一 一 站 只 与 有 关 , 可 求 得 相应 的 积分 因子 为 (2 
二 z 习 ,相应 原 函 数 为 a 


U1(Z,y) = 3ziy. 


了 一 一 疙 只 与 有 关 , 可 求 得 相应 的 积分 因子 为 pzCy) 
一 y, 相 应 原 函数 为 


zz《Zyy) 一 3zy?. 
取 glia) 一 ua1¥ ,ps Cu 二 we 则 办 
ACT;3y) = uy¥ = i jut = 一 (3zy) 主 ， 
可 得 与 原 方程 同 解 的 微分 方程 
(5 3x yz — 33ziyi)drti(3t ri yt 一 了 31ziyi)dy = 0 
求 其 通 解 为 zi yi 一 zyf 一 c, 该 式 即 为 原 方程 的 通 解 ， 

在 具体 应 用 积分 因子 法 求解 微分 方程 时 , 除 寻 求 特殊 形式 积 
分 因子 和 分 项 组 合 外 ， 我 们 往往 还 利 目 直观 观察 的 方法 ， 即 在 对 原 
方程 进行 简单 变形 的 基础 上 ,判断 方程 类 型 并 求解 , 
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例 4-12 分 别 求 变量 分 离 方 程 . 齐 次 方程 .Bernoulli 方程 的 
积分 因子 . 


解 (1) 对 变量 分 衣 广 程 和 一 


pe 
中 


-一 (x)dz, 该 方程 为 恰当 微分 方程， Os 


ls 
SC) 
(2) 对 齐 次 方程 入 = 7 芝 ), 令 zx 一 宇 , 册 方程 化 为 ， 
| 
即 一 5 一 一 坚 ,该 方程 为 变量 分 离 方程 且 为 恰当 方程 , 代 加 
原 变量 ,得 … 
a . 
dE) 
加 
f(T) 
前 dy -dz 
zf TY zf(Z)—y 
T 
所 以 原 方程 有 积分 因子 
A 


(3) 对 Bernouli 方 各 dy $= py ay 人 “得 


入 dy py a 
即 = py GD， 


可 求 其 积分 因子 为 ern 以 该 次 积 分 因子 生 方 程 两 端 ,得 恰当 
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A i i 
dLym"eerojreow] ee mgr)e™ ddz 二 0: 


所 以 Bernoulli 方程 的 积分 因子 为 yecrDbjPeoe. : 

例 4-13 车 pz;y) 为 MC(z,y)dz 十 N(z,y)dy 一 0 的 积分 
因子 ,从 而 可 求 得 可 微 函 数 x(z,y) ,使 得 du 一 uMdz 十 JN dy. 求 
证 二 pp(w) 也 是 该 方程 的 积分 因子 ,其 中 glxw) 为 w 的 任意 可 微 
函数 . 

证 明 .因为 Mdz 十 jyNdy = 0， 

所 以 pw [pMdz+pNdy] = 0, 

又 因为 du= pMdztpNdy, . 

FD pl du = BMdzr + gDpNdy = pp lu) (Mdz + Ndyy. 
记 @(w) 为 glw) 的 一 个 原 鲨 数 , 则 dB(w) 二 p(w du= pp(u) (Mdz 
十 Ndy) ,从 而 二 jp(w) 也 是 原 方程 的 积分 因子 . 

例 4-13 说 明 在 应 用 积分 因子 法 求解 微分 方程 时 ， ee 
分 因子 是 不 唯一 的 . 如 方程 ydz 一 和 乞 一 0， 可 按 结论 2 求 其 只 


有 关 的 积分 因子 y 志 " 进 步 求 得 了 zydz -zdy) 的 个 原 函 数 


三 ,再 由 例 4-13 的 结论 知 ， ,对 任意 可 籁 函数 9， (EE) 都 是 原 方 
程 的 积分 因子 . 


34. 4 待定 系 吉 及 系数 数 的 方法 


于 定 系数 及 系 娄 本数 的 方法 是 大 学 数学 分 析 关 学 科 中 应 用 较 
为 广泛 的 一 种 方法 . 在 常 微分 方程 中 ,该 方法 主要 体现 在 已 利用 定 
性 分 析 、 解 的 结构 或 其 他 方法 确定 了 解 的 形式 ,但 其 中 具体 系数 未 
定 ,这 时 我 们 往往 将 形式 解 代入 微分 方程 , 进 一 步 求 得 系数 或 系数 
函数 . 应 用 该 方法 的 关键 在 于 确定 解 的 形式 . 
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例 4-14 ”求解 方程 入 一 x 一 cost， 


解 ”相应 齐 次 线性 方程 的 特征 根 为 4 土 1， 
因为 不 是 特征 根 ,所 以 可 寻找 形 如 z(z) 一 Acost 十 Bsint 的 特 解 ， 


代入 原 方程 ,得 一 2Acosz 一 2Bsint 一 cost, 解 得 A= 3 i 0; 


所 以 (2) = 一 六 cost 
从 而 原 方程 通 解 为 


Zz) = oe 十 ce 一 六 cost. , 


例 4-15 求解 方程 (2: 一 D G6r=0. 


解 ” 设 特 解 形 如 (2) 一 af? 十 ?十 cf 十， 代入 原 方程， 得 
2 一 0,d 二 0,4 一 一 c. 所 以 z(1) 一 站 一 上 为 原 方程 的 一 个 特 解 . 
令 工 二 ul# 一 人 四, 代 人 人 原 方程 ,得 . 
du 


: , 
dx 十 2032 一 1) We 0. 


2 
令 z 一 学 ,得 | . : 
ze 1 2(3# 1)z=0, 
下 : 二 二 去 
求解 ,得 zx | I 3 
所 以 原 方程 通 解 为 “ ae 


ZX(1) 一 ci 人 (一切 二 cz[4 682 十 3 DIn 

例 4-16“ 设 z(t) 闫 0 是 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 性 十 

ar《#1)zx “十 azCDZ 二 0 的 解 ,其 中 (a(t) 在 [ea, 引 士 连续 . 求 
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证 : - : 
CDza(e) 为 方程 的 解 的 充 要 条 件 是 Wy 
W’[zxi, zs] + aiWEzi ;rj =°0. 


Poe ea 
CisC2 为 任意 常数 ， tat € [La,6]. 


Xz 
证 明之 Wl[zi,zxzj] 一 Pq 

1 Xz 
Xi Xx? EW 2 
和 ek 1 2 1 i 1 2 
W'[x ,z= a sz 二 下 es 
XT! Zzt 1 Zz ZX! Zs 

Xl : TZ2 
> ’ 了 

Q1T1 CQ2ZI AT2 QT2 


所 以 丽江 zi sz2] +aWlz ,zz] 一 0. 
和 W’[z ,Te 二 a WELzi zz] 


TZ! Xz T1 Zz 
ma 把 pa a ’ 
2 它 1 “二 和 | 


一 ZiT Hz taxzizs— zix2) 
一 一 za( 友 二 az) + z(t arrs) 
Za HT ATit aaz1) + Zits aizst a2zs) 
= 0. 2 
因为 z1 C2) 入 0 是 方程 的 解 ,所 以 


es . 
; Tst 1x2t axe 一 0， 


即 zz(z) 也 是 方程 的 解 :: 2 
《27 因为 解 zz 《6) 线性 无 关 全 太 [xi zz] 天 0, 结 结论 
(1) 知 :: 
人 Xe 
WD=|, ., = Zz172— Xixs 一 中 ails)ds. 
y 1 Xz 
该 方程 为 关于 zz(z) 的 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 , 可 利用 常 
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数 变 易 法 求 其 形 如 za (区 = c(C9za (5 的 解 ， 
代 人 原 方程 ,得 


CD 二 寺 (sds， 
所 以 
人 C02 | Be] ads 

3 ‘0 

从 而 - 
za = a | Se] syds. 
Se 1 di Es 
故 原 方程 通 解 形 如 

| | 1 efi a 

X(t) = czi(t) T+ cz lt) = cx | pt 
Tl 


例 4-17 求解 方程 (3# 十 尹 和 +2 6tx. 二 4 一 12# ;已 
知 方程 的 两 个 解 z1(2) 一 21,z262) 二 (1 十 和?.… 

解 ” 易 证 zz) 一 志士 1 相应 齐 次 线性 方程 的 一 个 特 解 ， 
令 zG = (十 1)z, 并 代 人 相应 齐 次 线性 方程 ,得 : 


dz dz 
3 2 4 | 2 4 
(38 二 D+1) a 十 2 人 t et 1) Ht 0. 


,dz. 
公 2 
全 了 本 "得 pe | 
dy 206 如 十 3 十 1) 
和 (二 人 (GE 二 1 
求解 ,得 
3 刀 十 1 
二 1 
即 坚 一 6 中 十 1 ; ,求解 ;得 
d 1 i yz M 
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Ce 
ES 


所 以 原 方程 的 通 解 为 
2 六 二 (十 DD 十 2 


2 
例 4-18 求解 42 5 上 人 到: (1 十 427)z 二 4 地 er, 已 知 相 


A 


应 齐 次 次 线性 方程 解 为 2 eo 


二 所 
解 0 0 
得 : 
2 ta J le Es 
所 以 原 方程 解 形 如 - -2 


本 入- 十 1 
1 人 上 
了 站 1 ye NE 2 E 


和 0 : 


和 C1 


解 ” 设 方程 解 为 二 如 oc, 代 信 注 各 ,得 


DD emt Dae ~0, 所 以 有 3 .2 。 证 


(+ DED Dos 十 cb = 0 = 1,2,.) 
从 而 cs = 0， 


§ ,Cel 
和 
4k— 一 
即 cx (— 1)* ( Oe ~ EE 
| ;4k 2) (ak— 6).…6 
i (Ak EI)! 人 
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1)s (4k— 1)(4k— 5). 


case 一 人 (你 二 21 6,, 

Sete i 4 

吻 求 满足 初 信条 件 

z(0) 1 一， 0 对 二 oo js 

z(0) 0, {0 人 OC0, = 0 = 1ic = 0), 

z(0) oaz@) 0 0, 0 io = O00 = O00 =1) 
的 特 解 

nD) =1 rt 1 人 

zt) = £1 Poi 了 = 6。 2 ， 

zs) =—# F D+ (Me. 


显然 它们 是 线性 无 关 的 ,因此 方程 通 解 可 表示 为 
zDD) 二 Ain(D) 十 Aszxz (2) 十 Aszi(t) (4 As ,为 任意 常数 ). 


例 4-20， 求 志 人 对 十 4 至 的 级 数 解 . 


解 设 解 为 2(D 一“ 总 ae 一 品 arm, 代 人 原 广 各 


tte Dot +4D kt Fo cre + Dae 0， 


一 0 


整理 ,得 人 十 3a)co 纪 :十 EGG 二 十 3(1 十 ae)]caz 


+ TG? 3) = 0 


天 一 2 


故 《oz 十 3a)ce 一 0， - -= 


-09 < 
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[+o)? 二 3(1 和 十 je 一 一 0 
[Ck+a)’ 十 3(R aa 十 cs 不 一 2， 3 了 
由 到 十 3e 一 0 得 < 一 0 或 = 一 3， 
当 a = 一 3 时 ,有 ac 一 0, 且 有 CE 一 3)cu 2,3,，…)， 


所 以 core (一 1 are .0,1,)， 


1 ~ 隐士 1 
2 Plot ol D' ego 


当 a 二 0 时 ,有 ci 二 0, 且 k(k 十 3)c: 一 一 cos(k 二 2,3,*…)， 


i Cak 2 
所 以 cx 一 一 7 死 十 3 天 


3c = BD 
(—D TTT 0 )， 


£ 
TS 3 2 rT ar 


显然 zi 人 ,zz 《z) 线性 无 关 ， 因此 方程 通 解 为 : 
Zz(D = Am (9 上 haza(D( 其 中 及 ,As 为 任意 常数 ) 


5 特征 方程 与 特征 根 法 


特征 方程 与 特征 根 法 是 求解 常 系数 线性 齐 次 征 分 方程 最 常用 
的 一 种 方法 . 它 是 将 微分 方程 问题 转化 为 代数 方程 ( 即 相 应 的 特征 
方程 ) 问题 ,然后 求 其 根 ( 即 特征 根 ) ,最 后 根据 根 的 情况 写 出 相应 
的 基本 解 组 ,进一步 得 通 解 . : 

“应 用 特征 方程 与 特征 根 法 求解 方程 时 , 需 注 意 根 的 具体 情况 ， 
如 4 为 重 实 根 , 则 对 应 个 解 ee :tex ,… ,tr!1e* ,又 著 重 根 二 
a 十 论 为 虚数 , 则 4 与 让 一 起 对 应 2k 个 解 ez cos8 tyexsin8 t, 


te” cos Biste” sing t ,** : ,le cosp ,Ter singt. 
例 4-21 求 z* 一 4z 一 0 的 通 解 . 
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解 .特征 方程 为 驴 一 色 一 0, 求 得 特征 根 为 一 V2 ,ha 一 
一 Za 一 V25i 二 一 Yi, 相应 特 解 为 x1(t) 一 ef ,z(t) = ez， 
oa (有 :一 cos VY 如 z(t) 二 sin Yt, 所 以 诛 方 程 通 解 为 
z(t) = oe toe 二 cscos V2 + csin V2t. 
X(t 二 +4r(t) +4r = 0, 
例 4- 2 a = 光明 
lz (2) = 0. 
解 ” 先 求 微分 方程 通 解 : 
特征 方程 为 沁 十 匀 十 4 二 0, 求 得 特征 根 为 4 二 一 2( 二 重 ) ,所 
以 原 方程 通 解 为 z(t) 二 ce” 十 czte*, 代 入 初 值 条 件 ,并 求解 得 
a 一 一 12e' ,cs 二 3e' ,所 以 原 问题 解 为 
. ZX(f) = 一 12ee ?十 8e'te 
例 4-23 ”求证 方程 组 X 一 AX 有 以 wlw 关 0) 为 周期 的 周期 


解 的 充 要 条 件 是 系数 矩阵 人 至少 有 一 个 形 如 ix&cx 为 整数 ) 的 特 
征 根 . : 
证 明 ”二 因为 入 有 形 如 i2 到 的 特征 根 ,所 以 方程 组 有 形 如 


2 Se ja er de jew) 
ec 和 的 解 , 义 轩 为 6200 一 oe 各 ， 且 于 一 eS 
Ae 寺 4 ,所 以 e 轩 (+2 也 是 方程 组 的 解 , 故 方程 组 有 以 um 为 周期 的 


周期 解 . 
~ 因为 方程 组 有 以 w 为 周期 的 周期 解 ,所 以 A 的 特征 根 必 为 
虚数 , 即 方程 组 有 形 如 er 的 解 , 且 满足 eure 一 ex, 所 以 ew 一 1， 


从 而 加 一 2s 即 和 二 2me, 故 A 有 形 如 iae 的 特征 根 . 
例 4-24 ”求解 方程 
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Li 
GD2 +G+D9D 宇 


到 十 工 一 4cosln(1 十 六. 


dz。 a gz dx 2 dz 


解 ” 令 In(1 二 一 s;, 则 虹 


da ds "di di ds 
所 以 原 方 程 化 为 


i (x*). 
de? 


相应 齐 次 线性 方程 的 特征 方程 为 x 十 1 二 0, 求 得 特征 根 为 
4 二 土 i, 进 一 步 求 得 相应 线性 齐 次 方程 通 解 为 
ZX(s) = cicoss + czsins, 
用 常数 变易 法 或 比较 系数 法 求 得 ( x ) 式 的 通 解 为 
ZX(s)) 一 cl coss + czsins + 2ssins, 
代 回 原 变量 ,得 原 方程 的 通 解 | 
ZX(s) = cicosln(1 二 +) 二 csinln(l 二) 十 20 +2)sinln(l + a). 


de eine; 


， 例 4-25 “求解 方程 组 


dy 二 27 一 ee 


dt 
、 学 一 4z 一 37，. 
解 ”首先 求解 相应 齐 次 线性 方程 组 
时 =2z 一 y， 
dé 
_ | 和 一 从 si: 
从 企 广 各 为 |， | 二 0 一 了 DQ 一 2) = 0, 求 得 特征 根 为 
Ns 1,A2 一 2. 


求 对 应 = 1 的 特征 向 量 


四 -时 -四 -四 


求 对 应 je 二 2 的 特征 向 量 


加 -= 四- 
一 = 一 

2 3j lb 0 bs 2 

所 以 相应 齐 次 线性 方程 通 解 为 A 六 


Zz 1 ， 3 各 ; 
= | e: 十 cz 加 ey, 
应 用 常数 变易 法 得 原 方程 通 解 为 。 
: 5 光 
ER eta 上 站 : 1 | 
以 上 我 们 举例 说 明了 特征 方程 与 特征 根 法 在 求解 常 系数 线性 
方程 (组 ) 中 的 应 用 ,但 事实 上 ,这 种 方法 也 可 以 应 用 于 变 系数 线 
性 方程 ,其 本 质 是 通过 谤 数 变 换 ,实现 对 变 系 数 非 齐 次 线性 方程 的 
降 阶 . i, 
”对 于 二 阶 变 系数 线性 方 种 - | 
a “+p Cy + pla)y = gx), 
者 已 知 A 一 和 为 其 特征 方程 
共生 DiC 十 如 (z) 二 让 
he ne 
w+ (pi 2 Du FF piA1 F pa)u = ge 
车 为 为 特征 方程 的 一 重 解 , 则 原 方程 化 为 . 
| Fp: + 2 = qe:, 
车 4 为 特征 方程 的 二 重 解 , 则 原 方程 化 为 必 二 ge 这 两 种 情况 
都 可 以 通过 引入 新 的 变量 变换 实现 降 阶 从 而 得 其 通 解 代 回 原 变 
量 即 可 得 原 方程 通 解 . 
例 4-26 求解 方程 z(1 zlmnz?y 村 (14 Zlnz)y (z+l)y 
= (1—zlnr)’e’. .. 3; 上 
解 相应 特征 方 往 为 ， 
ZL 一 zlnz) 息 十 (1 于 zzlnz)X 一 [二 1 一 一 0; 
可 求 其 有 一 重 常数 解 4 = 1. 


cost — 2sint 


2cost — 2sint)” 


i 


。113 。 


常 微分 方程 的 思想 与 方法 


作 变 换 y 一 ez (zz)， 代 人 原 方 程 得 Eg 
z(1—zlnz)w + (2r+1— zlnz)u’ =-(1 — zlrr)?, 
令 w 二 v, 得 一 阶 线性 微分 方程 


Zz(1 — zlnz)v + (2z+ 1— zlnz)v = (1— zlnz)’, 


求 其 通 解 为 


u 二 v= (ce™ 二 1) Se 
3 ， 工 


积分 ,得 


werinz 二 一 anz 二 人 
.4.6.， 参数 的 方法 


参数 解法 是 常 微分 方程 中 重要 而 常用 的 方法 之 -. 究 其 实质 ， 
参数 解法 是 一 种 变量 变换 的 方法 , 即 在 常 微分 方程 中 引信 一 个 或 
几 个 新 的 变量 ,并 用 该 变量 表示 方程 中 的 未 知 应 数 ,表达 式 即 为 方 
程 的 参数 解 ,新 变量 即 称 参 变量 . 参数 解法 往往 能 解决 一 些 基本 方 
法 不 能 解决 的 问题 ， :4 


i Dn 


例 4-27 .求解 方程 zx 十 y3 3 =0. a 
解 ” 令 y = 二 p== 码 ， A 可 
从 而 和 d2 . dz 9 一 26j ;积分 得 _ 30+4) ， 


32: 
1+4F’ 


dr hs YT 
所 以 原 方程 通 解 为 和 Sa 
2 3 
上 一 了 十 在， 5 
| 9 ER 


了 ”30 十 厂 )2 ， 
例 4-28 求解 方程 (y 3 一 入 人 于 二 人 - 
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3 


时 | 一 1i 年 
解 ” 原 方程 的 参数 表示 形式 为 
se 1 二 1 ‘ 


由 dy 二 y dx, 得 dz 一 3 了 积分 ， 得 了 一 2aretant + tte, 


所 以 原 方 程 通 解 为 
工 一 2arctant 十 t 十 c(c € R)， 
本 
> itz 


例 4-29 ”求解 方程 y= In VT 二 75 
解 ” 令 y = taht,; 则 yy 一 二 所 以 dz 一 0 di, 积分 ,得 


2 
工 一 十 <. 所 以 原 方程 通 解 为 
工 一 上 十 cfc EE R), 
y = lnsect. 
”对 某 些 含有 央 式 她 ' 十 六 的 方程 ;可 利用 极 坐标 变换 
工 二 -cos0xy 宇 Ysin9, 从 而 引信 参 变量 + 和 04, 以 达到 化 简 方 程 的 目 
的 . 4 


例 4-30 求解 方程 (z? 十 yy 二 20 十 yy)(xy 一 汶 ). 
” 解 ” 令 z= rcos9,y 二 rsin9g, 则 原 方程 化 为 x 十 + 一 0, 易 求 
其 通 解 为 > 一 cicos9 十 czsinb. 又 因为 


3 a 
cosB 2 ;sing = 2 J 二 Vz 二 ys 


Vr: 二 + re TY 二 y 
所 以 原 方程 通 解 为 
VE Ty = cz == 


Ti zy 


.到 十 光一 az 一 coy 一 0(ciycs € R).. 
a 
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对 某 些 含有 多 项 式 pCz,y,y ，,…,y"”) 的 宕 的 高 阶 常 微分 方 
程 ,可 引信 参 变量 = Pzsy3y Wy) ” 

例 4-31 求解 方程 zx'y 光一 (一 za 

解 ” 令 w=y 一 zy “代入 方程 ,得 一 zw 二 万, 该 方程 为 关 
于 的 变量 分 离 方程 , 易 求 其 解 为 一 一 一 了 即 


之 
i 


站 er 

3 一 YY i 
下 

By 


该 方程 为 关于 y 的 一 阶 非 齐 次 线性 方程 , 求 其 解 为 


§4.7 升 阶 的 方法 


升 阶 法 是 常 微分 方程 中 很 少 提 到 的 一 种 方法 ,这 是 因为 随 着 
阶 数 的 升 高 ,一 般 会 使 得 求解 更 为 繁琐 ,但 适当 运用 这 种 方法 ,在 
有 些 情况 下 也 可 以 受到 事半功倍 的 效果 . 升 阶 法 往往 用 于 求 常 系 
数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 特 解 ,具体 分 析 见 参考 文献 [19]. 
例 4-32 ”用 升 阶 法 求 方程 邓 一 2z' 一 3z 一 一 3 十 1 的 一 个 特 


解 . 


解 ”两 边 同 时 逐次 求 导 , 直 至 右 端 为 常数 ,得 

| On 
令 zx = 二 1, 则 = x* = 二 0, 代 回 原 方程 ,得 一 2 一 3% 二 一 3i 十 1， 
解 之 ,有 工 二 上 一 ,该 表达 式 即 为 方程 的 一 个 特 解 : 


例 4-33 ”用 升 阶 法 求 方程 忒 一 3z' 十 2z 二 tez 的 一 个 特 解 . 
解 ” 令 z= w(t)e*, 代 回 原 方程 ,得 
(这 十 4 十 4 一 3( +20) +2u = t,t+w = i, 
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两 边 求 导 ,得 ?十 淡 二 1, 令 区 二 1, 则 坟 二 0, 代入 方程 ,得 


u =t—1>u= Ft 


所 以 可 得 原 方程 的 一 个 特 解 
z= (3 一 一 办 ee. ， 
例 4-34 用 升 阶 法 求 方程 一 2x 十 5z .ersin2t 的 个 特 
解 . 


解 ” 先 求解 方程 y 一 2y 二 5y 一 ettzbe, 
令 y = uli)ertm, 代 和 方程 ,得 六 十 i 一 1， 


取 ww 二 击 一 一 二 ,进一步 取 x 一 一 十 , 则 


4i 
1;，crspr 1 : (cos2t 七 isin2 
y dite 4 ite (cos2t + isin £) 
ER ee 
i te'sin2t Tite COs2t, 
其 虚 部 函数 为 原 方程 的 一 个 特 解 , 即 可 求 得 原 方程 的 一 个 特 解 为 
工 一 一 Te cos2r. 


从 以 上 史 个 例子 可 以 看 出 ,利用 升 阶 的 方法 求 常 系数 非 齐 次 
线性 微分 方程 的 特 解 , 较 之 于 比较 系数 法 ,对 某 些 题目 而 言 ,避免 
了 繁琐 的 计算 ,可 以 说 , 升 阶 法 对 于 求 往 这 类 方程 提供 了 一 个 新 的 
思路 . 


34.8 降 阶 的 方法 


处 理 一 般 高 阶 微分 方程 的 基本 原则 是 降 阶 , 即 利 用 适当 的 变 
换 把 高 阶 微分 方程 的 求解 问题 转化 为 较 低 阶 方程 的 求解 问题 . 


例 4-35 。 求 方程 一 十 时 一 0 的 通 和 
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解 全 3 一 避风 天 阶 方 和 转化 六 一 阶 方程 只 一 了 ve 一 0， 


积分 ,得 其 通 解 一 , 即 全 一. 积分 四 次 ,得 原 方程 通 解 


TT 一 C1 十 ca 十 ca 十 ct 十 cs(c; € R). 
例 4-36 求 方程 zz 十 (xz)* = 0 的 通 解 . 
解 令 必 一》 则 之 一 7 六, 信 克 一 了 方程 人 为 一 了 加 


芭 香 十 了 0 


易 求 其 通 解 为 7 一 <, 即 忆 一 达 ， 


积分 ,得 原 方程 的 通 解 
ZX: = at+telc € R). 
例 4-37 A z= Zz). 0 是 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 


至 十 加 证 glDz= 0. 
的 人 和 入 方才 
. 解 。 帮 变换 z 一 zj>de 则 原 方程 化 为 一 阶 线性 全 分 方程 


i 


[2 tp lz]y 一 0， 


四 中 
求解 ,得 
y=a eos, ， 
证 1 
所 以 原 方 程 通 解 为 


T= xiLcz 十 cj zr 1 evags]. : 
Kl 


该 例 的 另 一 种 解法 可 参见 本 章 例 4- 16. 在 待定 系数 法 中 ， 
i 用 庆 斯 基 行 列 冻 实 玫 了 方程 的 降 阶 ， 即 得 关于 另 一 解 zz (2) 
。118 。 


第 四 章 ” 常 微 分 方程 中 常用 的 解 题 方 法 


的 一 阶 线性 微分 方程 ,进一步 用 常数 变易 法 求解 . 在 本 节 中 ,我 们 
则 是 通过 变量 变换 实现 了 降 阶 . 事实 上 ,这 种 降 阶 的 方法 具有 普遍 
性 ,详细 分 析 见 参考 文献 [1]. 


例 4-38 ”车 已 知 z 一 于 是 方程 xz" 十 2z' 十 z 二 0 的 一 个 
特 解 , 试 求 该 方程 的 通 解 . 

解 该 例 可 看 做 例 3 中 的 取 p() 一 二, 取 q(D 二 1, 代 入 上 
述 结论 ,得 方程 通 解 为 。 

Z(t) De, + a 。 1 dz) 


Sint 
( 


> 《czsint 一 clcost)(clyca € R). 


cz 一 Clcott) 


， 


